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Передмова

На початку минулого столiття алгебра утвердилася як теоретико-множин-
на, аксiоматична наука, для якої основним об’єктом вивчення є алгебраїчнi
операцiї, що виконуються над елементами довiльної природи. Вiдомо, наскiль-
ки значним, а iнодi i вирiшальним був подальший вплив сучасної алгебри на
розвиток багатьох галузей математики, з яких насамперед слiд видiлити то-
пологiю i функцiональний аналiз. Рiзноманiтнi алгебраїчнi структури виника-
ють практично у всiх математичних курсах, включно з прикладними. Останнi
посилюють актуальнiсть вивчення алгебри з огляду на всепроникнi цифро-
вi технологiї та стрiмкий розвиток комп’ютерних наук. Навчальний посiбник
присвячено класичним алгебраїчним структурам, якi студенти опановують
на молодших курсах унiверситетської пiдготовки. Його метою є ознайомлен-
ня читача з основами теорiї груп та теорiї кiлець.

Загальновизнано, що найкращий спосiб вивчення математики ґрунтується
на розв’язуваннi прикладiв i практичних задач. Практичний пiдхiд до викла-
дення матерiалу не тiльки допомагає вивчити методи та iнструменти для
розв’язання задач, а й змiцнює розумiння основних понять. Книзi притаман-
ний послiдовний опис теорiї з великою кiлькiстю iлюстративних прикладiв.
Вона мiстить близько 400 вправ, якi пояснюють i розширюють теоретичний
матерiал.

У навчальний посiбник включено лекцiї з теорiї груп та теорiї кiлець, якi
автор читає у курсi алгебри та теорiї чисел для студентiв напрямiв пiдготовки
“математика” i “статистика” на факультетi математики та iнформатики При-
карпатського нацiонального унiверситету iменi Василя Стефаника. Посiбник
складається з 15 лекцiй, подiлених на два роздiли. У першому роздiлi роз-
глянуто основи теорiї груп. Другий роздiл мiстить виклад основних понять
i фактiв, пов’язаних з кiльцями. Важливi поняття та теореми проiлюстрова-
но численними прикладами. Кожну лекцiю доповнено ретельно пiдiбраними
вправами, якi є основою для проведення практичного заняття з даної теми,
а також можуть бути використанi при складаннi аудиторних i домашнiх кон-
трольних робiт. Посiбник може використовуватись також як довiдник, чому
сприяє детальний предметний покажчик.
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Роздiл I

Елементи теорiї груп

Лекцiя 1. Означення групи. Пiдгрупи
Бiнарною операцiєю, заданою на множинi X, називається вiдображення

˚ : X ˆX Ñ X, де X ˆX – множина всiх впорядкованих пар елементiв з X.
Для спрощення запису образ ˚pa, bq P X елемента pa, bq P X ˆ X позначати-
мемо через a ˚ b i називатемемо добутком елементiв a i b.

Бiнарна операцiя ˚ на множинi X називається асоцiативною, якщо
a ˚ pb ˚ cq “ pa ˚ bq ˚ c для всiх a, b, c P X. Пара pS, ˚q, де S – множина, а ˚
– асоцiативна бiнарна опрерацiя на S, називається напiвгрупою. Якщо з кон-
тексту зрозумiло про яку операцiю ˚ на множинi S йде мова, то замiсть a ˚ b
писатимемо ab, а замiсть pS, ˚q – S.

Приклад 1.1. Розглянемо множину N натуральних чисел i арифметичнi
бiнарнi операцiї `,´, ¨. Оскiльки a`b, a ¨b P N для будь-яких a, b P N, то
операцiї ` i ¨ є заданими на множинi N. Проте рiзниця ´1 натуральних
чисел 1 i 2 не є натуральним числом, а отже, операцiя ´ не є заданою
на множинi N.

Оскiльки a` pb` cq “ pa` bq ` c i a ¨ pb ¨ cq “ pa ¨ bq ¨ c для будь-яких
a, b, c P N, то пари pN,`q i pN, ¨q є напiвгрупами.

Якщо a ˚ b “ b ˚ a для всiх a, b P X, то бiнарна операцiя ˚ називається
комутативною на X.

Приклад 1.2. Бiнарна операцiя ˚, задана на множинi Z правилом a ˚ b “
´pa` bq, є комутативною, але не є асоцiативною. Дiйсно,

a ˚ b “ ´pa` bq “ ´pb` aq “ b ˚ a,

a ˚ pb ˚ cq “ a ˚ p´pb` cqq “ ´pa´ pb` cqq “ ´a` b` c,

pa ˚ bq ˚ c “ p´pa` bqq ˚ c “ ´p´pa` bq ` cq “ a` b´ c.

Таким чином, пара pZ, ˚q не є напiвгрупою.
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6 I. ЕЛЕМЕНТИ ТЕОРIЇ ГРУП

Твердження 1.1.

У напiвгрупi S результат застосування операцiї до декiлькох елемен-
тiв не залежить вiд способу розстановки дужок.

Доведення. Нехай a1, a2, . . . , an P S. Не мiняючи порядку слiдування
елементiв, можна рiзними способами знаходити добуток цих елементiв.
Для n ď 4 можна утворити наступнi добутки:

n “ 1 a1;

n “ 2 a1a2;

n “ 3 pa1a2qa3, a1pa2a3q;

n “ 4 ppa1a2qa3qa4, pa1pa2a3qqa4, a1ppa2a3qa4q, a1pa2pa3a4qq, pa1a2qpa3a4q.

Оскiльки бiнарна операцiя є асоцiативною, то pa1a2qa3 “ a1pa2a3q.
Для n “ 4, використовуючи асоцiативнiсть, легко перевiрити, що всi
п’ять добуткiв спiвпадають.

Продовжимо доведення iндукцiєю за n P N. Вважаємо, що для кiль-
костi елементiв ă n твердження вiрне. Потрiбно довести, що

pa1 . . . akqpak`1 . . . anq “ pa1 . . . asqpas`1 . . . anq

для будь яких k, s P t1, . . . , n´ 1u.
За припущенням iндукцiї всерединi дужок добутки визначаються

однозначно. Не обмежуючи загальностi можна вважати, що k ą s. Тодi
pa1 . . . akqpak`1 . . . anq “ ppa1 . . . asqpas`1 . . . akqqpak`1 . . . anq “

pa1 . . . asqppas`1 . . . akqpak`1 . . . anqq “ pa1 . . . asqpas`1 . . . anq.

�

У випадку a1 “ a2 “ . . . an “ a добуток a1 ˚ a2 ˚ . . . ˚ an позначається через
an i називається n-м степенем елемента a. З твердження 1.1 випливає, що
виконуються звичайнi правила пiднесення до степеня, а саме, am ˚ an “ am`n,
pamqn “ amn для всiх m,n P N.

Елемент e напiвгрупи pS, ˚q називається лiвою (правою) одиницею, якщо
e ˚ a “ a pa ˚ e “ aq для всiх a P S. Елемент e P S називається одиницею, якщо
e є як лiвою, так i правою одиницею напiвгрупи S.

Напiвгрупа, яка мiстить одиницю, називається моноїдом. Зауважимо, що
f “ e˚f “ e для кожної лiвої одиницi e i правої одиницi f напiвгрупи S. Звiдси
випливає, що моноїд мiстить єдину одиницю. Якщо e – одиниця моноїда M ,
то домовимося, що a0 “ e для кожного елемента a PM .

Елемент e P S називається iдемпотентом, якщо e ˚ e “ e. Зрозумiло, що
одиниця напiвгрупи є iдемпотентом.
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Приклад 1.3. У напiвгрупi pZ, ¨q рiвняння x2 “ x має два розв’язки 0 i
1, якi є iдемпотентами. Оскiльки a ¨ 1 “ 1 ¨ a “ a для кожного a P Z, то
число 1 є одиницею моноїда pZ, ¨q.

Елемент a моноїда pM, ˚q називається оборотним злiва (справа), якщо
iснує такий елемент b PM , що b ˚ a “ e pa ˚ b “ eq. Якщо a ˚ b “ e, то елемент
a називається лiвим оберненим до елемента b, а b – правим оберненим до a.
Елемент, оборотний як злiва, так i справа, називається оборотним.

Приклад 1.4. У моноїдi pR, ¨q для кожного дiйсного числа a ‰ 0 рiвняння
a¨x “ 1 i x¨a “ 1 мають єдиний розв’язок x “ 1

a
P R, а тому всi елементи

a ‰ 0 є оборотними. Рiвняння 0 ¨ x “ 1 i x ¨ 0 “ 1 розв’язкiв не мають, а
отже, 0 не є оборотним.

Напiвгрупа G називається групою, якщо
1) G мiстить лiву одиницю, тобто iснує e P G, що e ˚ a “ a для кожного

a P G;
2) кожен елемент a P G є оборотним злiва, тобто для кожного a P G iснує

x P G, що x ˚ a “ e.
Нехай G – група, x – лiвий обернений до елемента a P G. З аксiом 1), 2)

випливає, що x ˚ pa ˚ xq “ px ˚ aq ˚ x “ e ˚ x “ x. Якщо рiвнiсть x ˚ pa ˚ xq “ x
домножити злiва на лiвий обернений до x, то отримаємо, що e ˚ a ˚ x “ e,
звiдки a ˚ x “ e. Таким чином, в групi G кожен лiвий обернений до елемента
a є також i правим оберненим. Оскiльки a ˚ e “ a ˚ x ˚ a “ e ˚ a “ a, то кожна
лiва одиниця є одночасно i правою одиницею групи G.

Нехай b1 i b2 – оберненi елементи до елемента a групи G, тодi

b1 “ b1 ˚ e “ b1 ˚ pa ˚ b2q “ pb1 ˚ aq ˚ b2 “ e ˚ b2 “ b2.

Таким чином, для кожного елемента a групи G iснує єдиний обернений
елемент, який позначимо через a´1. Зрозумiло, що pa´1q´1 “ a. Оскiльки

pa ˚ bq ˚ pb´1 ˚ a´1q “ a ˚ pb ˚ b´1q ˚ a´1 “ a ˚ a´1 “ e,

то pa ˚ bq´1 “ b´1 ˚ a´1 для кожних a, b P G.

Приклад 1.5. Покажемо, що пара pZ, ˚q, де a ˚ b “ a` b´ 2017 є групою.
1) Оскiльки a ˚ b “ a ` b ´ 2017 P Z для кожних a, b P Z, то бiнарна

операцiя ˚ є заданою на множинi Z.
2) З рiвностей a˚ pb˚cq “ a˚ pb`c´2017q “ a`pb`c´2017q´2017 “

a` b` c´ 4034 “ pa` b´ 2017q ` c´ 2017 “ pa ˚ bq ` c´ 2017 “ pa ˚ bq ˚ c
випливає, що операцiя ˚ є асоцiативною, а тому пара pZ, ˚q – напiвгрупа.
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3) Припустимо, що напiвгрупа мiстить лiву одиницю e. Тодi e˚a “ a
для кожного a P Z. Звiдки e` a´ 2017 “ a i e “ 2017.

4) Для кожного елемента a P Z розглянемо рiвняння x ˚ a “ e, яке
має вигляд x ` a ´ 2017 “ 2017. Оскiльки дане рiвняння має розв’язок
x “ 4034´ a P Z, то кожен елемент a P Z є оборотним злiва.

Таким чином, пара pZ, ˚q є групою.

Приклад 1.6. Доведемо, що пара pG, ˝q, де
G “ pQzt0uq ˆQ, pa1, b1q ˝ pa2, b2q “ pa1a2, a1b2 ` b1q,

є групою.
1) Якщо pa1, b1q, pa2, b2q P G, то a1 ‰ 0 i a2 ‰ 0, звiдки a1a2 ‰ 0 i

pa1, b1q ˝ pa2, b2q “ pa1a2, a1b2 ` b1q P G.
2) З рiвностей pa1, b1q ˝ rpa2, b2q ˝ pa3, b3qs “ pa1, b1q ˝ pa2a3, a2b3` b2q “

pa1a2a3, a1pa2b3`b2q`b1q “ pa1a2a3, a1a2b3`a1b2`b1q та rpa1, b1q˝pa2, b2qs˝
pa3, b3q “ pa1a2, a1b2` b1q ˝ pa3, b3q “ pa1a2a3, a1a2b3` a1b2` b1q випливає,
що пара pG, ˝q є напiвгрупою.

3) Припустимо, що напiвгрупа мiстить лiву одиницю e “ px1, x2q.
Тодi e ˝ a “ a для кожного a “ pa1, a2q P G. Звiдки px1, x2q ˝ pa1, a2q “
pa1, a2q, а отже, px1a1, x1a2 ` x2q “ pa1, a2q. Таким чином, x1a1 “ a1 i
x1a2 ` x2 “ a2, а тому e “ px1, x2q “ p1, 0q P G.

4) Для кожного елемента a “ pa1, a2q P G розглянемо рiвняння x˚a “
e. Нехай x “ px1, x2q. Тодi рiвняння набуде вигляду px1, x2q ˝ pa1, a2q “
p1, 0q. Звiдки x1a1 “ 1 i x1a2 ` x2 “ 0, а отже, px1, x2q “ p 1

a1
,´a2

a1
q P G.

Таким чином, кожен елемент a P G має лiвий обернений, а тому пара
pG, ˝q є групою.

Група G називається абелевою, якщо всi її елементи комутують, в тому
сенсi, що a ˚ b “ b ˚ a для кожних a, b P G. Таким чином, група з прикладу 1.5
є абелевою, а з прикладу 1.6 не є абелевою.

Приклад 1.7. Матричнi групи.
ЧерезMpn,Rq позначається множина всiх квадратних nˆn-матриць

з дiйсними елементами. Зрозумiло, що Mpn,Rq з операцiєю множення
матриць є моноїдом з одиницею E. Оскiльки тiльки невиродженi ма-
трицi мають оберененi, то Mpn,Rq не є групою.

Нехай GLpn,Rq “ tA P Mpn,Rq | detA ‰ 0u. Тодi GLpn,Rq – група,
яку називають повною або загальною лiнiйною групою степеня n над
R.
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SLpn,Rq “ tA P GLpn,Rq | detA “ 1u – група, яка називається
спецiальною лiнiйною групою степеня n над R.

Визначимо вiд’ємнi цiлi степенi елемента a групи G як оберненi до дода-
тних степенiв, тобто покладемо a´n :“ panq´1 для всiх n P N.

Твердження 1.2.

pasq´1 “ pa´1qs “ a´s для кожного елемента a групи G i кожного s P Z.

Доведення. Нехай s ą 0.
Тодi a´s “ pasq´1 “ pa . . . a

loomoon

s

q´1 “ a´1 . . . a´1
loooomoooon

s

“ pa´1qs.

Якщо s “ 0, то pasq´1 “ e “ pa´1qs “ a´s.
Нехай s ă 0. Тодi

pasq´1 “ ppa´1q|s|q´1 “ ppa|s|q´1q´1 “ a|s| “ a´s i
pa´1qs “ pa´1q´|s| “ ppa´1q|s|q´1 “ ppa|s|q´1q´1 “ a|s| “ a´s.

�

Твердження 1.3.

Для кожного елемента a групи G i будь-яких s, t P Z мають мiсце
рiвностi:

asat “ as`t, pasqt “ ast.

Доведення. Для натуральних показникiв цi рiвностi отримано ранiше.
Якщо один з показникiв дорiвнює нулю, то очевидно, що рiвностi також
виконуються.

Нехай s ă 0 i t ă 0. Тодi
asat “ a´|s|a´|t| “ pa´1q|s|pa´1q|t| “ pa´1q|s|`|t| “ as`t;

pasqt “ pa´|s|qt “ ppa|s|q´1qt “ pa|s|q´t “ pa|s|q|t| “ a|s||t| “ ast.

Якщо s ă 0 i t ą 0, то

asat “ a´|s|at “ a´1 . . . a´1
loooomoooon

|s|

a . . . a
loomoon

t

“ at´|s| pабо pa´1q|s|´t при |s| ě tq “ at`s;

pasqt “ as . . . as
loomoon

t

“ a´1 . . . a´1
loooomoooon

|s|

. . . a´1 . . . a´1
loooomoooon

|s|

“ pa´1q|s|t “ ast.

Випадок s ą 0 i t ă 0 перевiряється аналогiчно.
�
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Множина X з визначеною на нiй операцiєю ˚ називається квазiгрупою,
якщо для кожних a, b P X система рiвнянь a ˚ x “ b i y ˚ a “ b має єдиний
розв’язок px, yq P X ˆX.

Приклад 1.8. У прикладi 1.2 показано, що бiнарна операцiя ˚, задана
на множинi Z правилом a ˚ b “ ´pa` bq, не є асоцiативною. Отже, пара
pZ, ˚q не є групою. Для кожних a, b P X розглянемо рiвняння a ˚ x “ b i
y˚a “ b, якi записуються у виглядi ´pa`xq “ b i ´py`aq “ b вiдповiдно.
Данi рiвняння мають єдиний розв’язок x “ y “ ´a´ b P Z, а тому пара
pZ, ˚q є квазiгрупою.

Характеризацiйна теорема 1.1.

Напiвгрупа G є групою тодi i тiльки тодi, коли вона є квазiгрупою.

Доведення. Якщо G є групою, то пара px, yq “ pa´1b, ba´1q P G ˆ G є
єдиним розв’язком системи рiвнянь a ˚ x “ b i y ˚ a “ b. Дiйсно, якщо
ax1 “ b “ ax2, то домноживши рiвностi злiва на a´1 отримаємо, що
x1 “ a´1b “ x2. Аналогiчно для другого рiвняння.

Нехай напiвгрупа G є квазiгрупою. Спершу доведемо iснування лiвої
одиницi. Нехай c P G – довiльний елемент. За означенням квазiгрупи
iснує елемент ec, для якого ecc “ c. Для довiльного елемента a P G
знайдемо розв’язок xc рiвняння cx “ a. Далi маємо, що eca “ ecpcxcq “
peccqxc “ cxc “ a, тобто e “ ec – лiва одиниця напiвгрупи G. Але тодi для
кожного a P G розв’язок рiвняння y ˚a “ e є лiвим оберненим елементом
до елемента a. �

Якщо M Ă G, a P G, то через a ˚ M та M ˚ a позначимо множини
ta ˚m | m PMu та tm ˚ a | m PMu вiдповiдно.

Зрозумiло, що множина G з визначеною на нiй операцiєю ˚ є квазiгрупою
тодi i лише тодi, коли a ˚G “ G “ G ˚ a для кожного елемента a P G. Звiдси
випливає наступна

Характеризацiйна теорема 1.2.

Напiвгрупа pG, ˚q є групою тодi i лише тодi, коли a ˚G “ G “ G ˚a для
кожного елемента a P G.

Якщо G – група, то потужнiсть |G| множини G називається порядком гру-
пи G. Якщо порядок скiнченний, то група G називається скiнченною. У цьому
випадку її можна задати за допомогою таблицi множення, яка називається
таблицею Келi групи G. Таблиця Келi є квадратною матрицею, елементи якої
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належать групi G, а рядки i стовпцi позначенi елементами групи G. На пере-
тинi рядка, позначеного елементом a P G, i стовпця, позначеного елементом
b P G, мiститься їх добуток a ˚ b.

Якщо операцiя ˚ є асоцiативною на множинi M , то з характеризацiйної
теореми 1.2 випливає, що матриця з елементами множиниM є таблицею Келi
групи тодi i лише тодi, коли кожен рядок i кожен стовпець матрицi складає-
ться з усiх елементiв множини M .

Приклад 1.9. Розглянемо множину Q8 “ t1,´1, i,´i, j,´j, k,´ku. Та-
блиця множення її елементiв є наступною:

˚ 1 ´1 i ´i j ´j k ´k

1 1 ´1 i ´i j ´j k ´k

´1 ´1 1 ´i i ´j j ´k k

i i ´i ´1 1 k ´k ´j j

´i ´i i 1 ´1 ´k k j ´j

j j ´j ´k k ´1 1 i ´i

´j ´j j k ´k 1 ´1 ´i i

k k ´k j ´j ´i i ´1 1

´k ´k k ´j j i ´i 1 ´1

Перевiримо асоцiативнiсть операцiї ˚ на множинi ti, j, ku:

i ˚ pj ˚ kq “ i ˚ i “ ´1 “ k ˚ k “ pi ˚ jq ˚ k,

i ˚ pk ˚ jq “ i ˚ p´iq “ 1 “ ´j ˚ j “ pi ˚ kq ˚ j,

j ˚ pk ˚ iq “ j ˚ j “ ´1 “ i ˚ i “ pj ˚ kq ˚ i,

j ˚ pi ˚ kq “ j ˚ p´jq “ 1 “ ´k ˚ k “ pj ˚ iq ˚ k,

k ˚ pi ˚ jq “ k ˚ k “ ´1 “ j ˚ j “ pk ˚ iq ˚ j,

k ˚ pj ˚ iq “ k ˚ p´kq “ 1 “ ´i ˚ i “ pk ˚ jq ˚ i.

Далi, використовуючи тi факти, що елемент ´1 комутує з усiма еле-
ментами множини Q8 i ´a “ ´1 ˚ a для всiх a P t1, i, j, ku, легко перевi-
рити асоцiативнiсть операцiї ˚ на множинi Q8.

Кожен рядок i кожен стовпець мiстить всi елементи множини Q8, а
тому pQ8, ˚q є групою. Оскiльки ij “ k ‰ ´k “ ji, то вона є неабелевою
групою порядку 8.

Група Q8 називається групою кватернiонiв.

Серед непорожнiх пiдмножин групи G деякi можуть також бути групами.
Пiдмножина H групи G називається пiдгрупою, якщо H є групою вiдносно
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тiєї ж операцiї, яка визначена на G. Якщо H – пiдгрупа групи G, то будемо
записувати H ă G.

Зауважимо, що кожна група G мiстить одиничну пiдгрупу teu i пiдгрупу
G. Цi пiдгрупи називаються тривiальними пiдгрупами. Власною пiдгрупою
групи G називається пiдгрупа H ‰ G.

Твердження 1.4 (Критерiй пiдгрупи).

Непорожня пiдмножина H групи G є пiдгрупою групи G тодi i лише
тодi, коли h1h2, h´11 P H для всiх h1, h2 P H.

Доведення. Якщо H пiдгрупа групи G, то за означення групи h1h2 P
H для кожних h1, h2 P H. Нехай e i f – одиницi груп G i H вiдповiдно.
Тодi ef “ f “ ff . Домноживши справа рiвнiсть ef “ ff на елемент
f´1 P G, отримаємо, що ee “ fe, тобто f “ e. Оскiльки H – група, то
для кожного h P H iснує обернений h´1 в групi H, для якого h´1h “
hh´1 “ f “ e. А це означає, що елемент h´1 є оберненим до елемента
h P H в групi G.

Нехай h1h2, h
´1
1 P H для всiх h1, h2 P H. Оскiльки асоцiативнiсть

виконується для всiх елементiв групи G i h1h2 P H для кожних h1, h2 P
H, то H є напiвгрупою. Елемент h´1, обернений до елемента h в групi
G, належить H, а тому h´1h P H. Оскiльки e “ h´1h, то e – одиниця
групи H. �

Приклад 1.10. Розглянемо групу pR,`q. Оскiльки a ` b,´a P Z для
будь-яких цiлих чисел a i b, то Z є пiдгрупою групи R. Проте для нату-
рального числа 1 обернений до нього в групi R елемент ´1 не належить
N, а тому N не є пiдгрупою групи R.

З характеризацiйної теореми 1.2 випливає

Твердження 1.5 (Критерiй пiдгрупи).

Непорожня пiдмножина H групи G є пiдгрупою групи G тодi i лише
тодi, коли aH “ H “ Ha для кожного a P H.

Твердження 1.6.

Перетин довiльної непорожньої сiм’ї пiдгруп групи G є пiдгрупою.

Доведення. Нехай K “
Ş

iPI Hi, де Hi – пiдгрупа групи G для кожно-
го i P I, I – непорожня множина iндексiв. Якщо a, b P K, то a, b P Hi
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для кожного i P I. Оскiльки Hi – пiдгрупи, то ab, a´1 P Hi для кожно-
го i P I, звiдки ab, a´1 P K. Таким чином, K – пiдгрупа групи G за
твердженням 1.4. �

Нехай A – непорожня пiдмножина групи G. Перетин всiх пiдгруп групи G,
якi мiстять пiдмножину A, називається пiдгрупою, породженою множиною
A, i позначається xAy. Таким чином,

xAy “
č

AĂHăG

H.

Позначимо через A´1 множину всiх обернених елементiв до елементiв мно-
жини A, тобто A´1 “ ta´1 | a P Au.

Твердження 1.7.

Нехай A – непорожня пiдмножина групи G. Тодi пiдгрупа xAy, поро-
джена множиною A, складається з усiх скiнченних добуткiв елемен-
тiв з A i обернених до них елементiв, тобто

xAy “ ta1 ¨ . . . ¨ an | ai P AY A
´1, n P Nu.

Доведення. Нехай
K “ ta1 ¨ . . . ¨ an | ai P AY A

´1, n P Nu
i a, b P K. Тодi

a “ a1 ¨ . . . ¨ an, b “ b1 ¨ . . . ¨ bk, ai, bi P AY A
´1, n, k P N.

Тому ab “ a1 ¨ . . . ¨ anb1 ¨ . . . ¨ bk також є скiнченним добутком елементiв
множини AY A´1. Крiм того,

a´1 “ pa1 ¨ . . . ¨ anq
´1
“ a´1n ¨ . . . ¨ a´11 P K,

бо a´1i P AYA´1. Таким чином, K є пiдгрупою групи G i K Ą A, а отже,
K Ą xAy.

Якщо H – довiльна пiдгрупа i H Ą A, то H Ą A´1, а тому H Ą K за
твердженням 1.4, звiдки

xAy “
č

AĂHăG

H Ą K.

Таким чином, K “ xAy.
�

Якщо xAy “ G, то множина A називається множиною твiрних групи G,
а її елементи – твiрними елементами. Рiвнiсть a1 . . . an “ e, де ai P AYA´1,
називатимемо спiввiдношенням, що зв’язує в групi G елементи множини A.
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Якщо M – така множина спiввiдношень, що будь-який елемент групи G мо-
жна отримати з елементiв твiрної множини A, використовуючи тiльки спiв-
вiдношення множини M , то множину M називатимемо множиною визна-
чальних спiввiдношень групи G. У цьому випадку будемо казати, що група
G є заданою за допомогою множини твiрних A i множини визначальних
спiввiдношень M , та записувати G “ xA | My. Для спрощення запису замiсть
множин A i M часто пишуть їх елементи. Множина твiрних A групи G на-
зивається мiнiмальною, якщо для кожного a P A множина Aztau вже не є
множиною твiрних групи G.

Група, яка не має нетривiальних визначальних спiввiдношень, називає-
ться вiльною.

Приклад 1.11. Нехай група G є заданою за допомогою множини твiрних
i множини визначальних спiввiдношень:

G “ xa, b | a2016 “ b2 “ e, ab “ ba2y.

Спершу знайдемо всi елементи даної групи. Використавши визна-
чальнi спiввiдношення, отримаємо:

a “ ae “ ab2 “ pabqb “ pba2qb “ pbaqpabq “

“ pbaqpba2q “ bpabqa2 “ bpba2qa2 “ b2a4 “ a4,

звiдки a3 “ e.
Неважко перевiрити, що e, a, a2, b, ab, a2b – попарно рiзнi елементи

групи G. Крiм того,
a2b “ apabq “ apba2q “ pabqa2 “ pba2qa2 “ ba4 “ ba.

Користуючись отриманими рiвностями, побудуємо таблицю Келi:

˚ e a a2 b ab a2b

e e a a2 b ab a2b

a a a2 e ab a2b b

a2 a2 e a a2b b ab

b b a2b ab e a2 a

ab ab b a2b a e a2

a2b a2b ab b a2 a e

Таким чином, група G є неабелевою групою порядку 6.

Рекомендована лiтература : [3, с. 5–21], [4, с. 28–37], [8, с. 15–22], [11, с. 5–24],
[14, с. 11–17], [16, с. 35–53].
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Вправи до лекцiї 1.
1.1. Показати, що пара pN, ˚q, де a ˚ b “ b, є напiвгрупою. Чи є вона моно-
їдом? Скiльки лiвих i правих одиниць мiстить дана напiвгрупа?

1.2. Знайти всi оборотнi елементи моноїда pZ, ¨q.

1.3. Довести, що множина всiх цiлих чисел, якi дiляться на 3, з операцiєю
додаваня є абелевою групою.

1.4. З’ясувати, чи утворює напiвгрупу, моноїд, квазiгрупу або групу пара
pQ, ˚q, де

а) a ˚ b “ a` b` 5;
б) a ˚ b “ ab

4
;

в) a ˚ b “ a´ b;
г) a ˚ b “ a`b

2
.

1.5. Якi з вказаних множин квадратних матриць з дiйсними елементами
утворюють групу:

а) множина симетричних матриць вiдносно додавання;
б) множина симетричних матриць вiдносно множення;
в) множина матриць iз фiксованим визначником d вiдносно множення;
г) множина дiагональних матриць вiдносно додавання;
д) множина дiагональних матриць вiдносно множення;
е) множина верхнiх трикутних матриць вiдносно множення.

1.6. Довести, що множина Qzt1u з бiнарною операцiєю a ˚ b “ ab´ a´ b` 2
утворює групу.

1.7. З’ясувати, чи є групою дiйсний iнтервал p´2,`8q з бiнарною операцiєю
˚, якщо

a ˚ b “ ab` 2pa` b` 1q.

1.8. Довести, що пара pZ, ˚q, де m ˚ n “ p´1qnm` n, є групою.

1.9. Довести, що множина G “ r0, 1q iз бiнарною операцiєю ˚, де a ˚ b дорiв-
нює дробовiй частинi числа a` b, утворює групу.

1.10. Довести, що пара pRzt0uˆZ, ˚q, де pa,mq˚pb, nq “ pab,m`nq, є групою.

1.11. На множинi R2 задано операцiю
pa, bq ˚ pc, dq “ pac´ 2bd, ad` bcq.

З’ясувати, чи множина R2ztp0, 0qu є групою вiдносно операцiї ˚.

1.12. З’ясувати, чи утворює напiвгрупу, моноїд, квазiгрупу або групу мно-
жина PpXq всiх пiдмножин множини X з операцiєю ˚, якщо
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а) A ˚B “ AXB; б) A ˚B “ AzB; в) A ˚B “ A M B.

1.13. Довести, що множина матриць вигляду
˜

a 0

´b a

¸

,

де a i b – довiльнi ненульовi дiйснi числа, є групою вiдносно операцiї множення
матриць.

1.14. Чи утворює групу множина ненульових комплексних чисел з модулем,
який не перевищує фiксованого числа r ą 0, вiдносно операцiї множення?

1.15. Навести приклад неабелевої групи, всi власнi пiдгрупи якої є абеле-
вими.

1.16. Нехай H i K – пiдгрупи групи G. Чи завжди HYK є пiдгрупою групи
G?

1.17. Показати, що кожна група мiстить єдиний iдемпотент.

1.18. Довести, що група G є абелевою тодi i лише тодi, коли для будь-яких
її елементiв a i b має мiсце рiвнiсть pabq2 “ a2b2.

1.19. Нехай pG, ˚q – група. Довести, що G є групою вiдносно операцiї ˝, де
a ˝ b “ b ˚ a.

1.20. З’ясувати, чи утворює групу множина M “ te, a, b, c, du з операцiєю ˚,
заданою наступною таблицею Келi:

˚ e a b c d

e e a b c d

a a b d e c

b b c a d e

c c d e a b

d d e c b a

1.21. На множинiM “ t0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7u визначено бiнарну операцiю ˚, для
якої виконуються наступнi властивостi:

а) m ˚ n ď m` n для кожних m,n PM ;
б) m ˚m “ 0 для кожного m PM .

Побудувати таблицю Келi групи pM, ˚q.

1.22. З’ясувати, чи є пiдгрупами групи pRzt0u, ¨q наступнi пiдмножини:
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а) Qzt0u;
б) Zzt0u;

в) t´1, 1u;
г) t´1, 1,´2, 2u;

д) Rzp´8, 0s;
е) RzQ.

1.23. Довести, що наступнi пiдмножини є пiдгрупами групи pCzt0u, ¨q:

а) t1,´1u;
б) t1,´1, i,´iu;

в) Cn “ tz P C : zn “ 1u;
г) T “ tz P C : |z| “ 1u.

1.24. Довести, що для кожного k P Z пiдмножини kZ i t0, 2k ` 1u є пiдгру-
пами групи pZ, ˚q, де m ˚ n “ p´1qnm` n.

1.25. Довести, що пiдмножина H Ă Z є пiдгрупою групи pZ,`q тодi й лише
тодi, коли a´ b P H для кожних a, b P H.

1.26. Нехай H – пiдгрупа групи G. Довести, що g´1Hg є пiдгрупою групи
G для кожного g P G.

1.27. Довести, що множина H всiх рацiональних чисел, якi можна подати
у виглядi частки двох непарних чисел, є пiдгрупою групи pQzt0u, ¨q.

1.28. Показати, що пiдмножини t0, 2u i p1,`8q є пiдгрупами групи Rzt1u з
бiнарною операцiєю a ˚ b “ ab´ a´ b` 2.

1.29. Нехай a i b – взаємно оберненi елементи групи G. Довести, що для
кожного n P Z елементи an i bn також є взаємно оберненими в групi G.

1.30. Навести приклад скiнченної неабелевої групи G, яка мiстить таку пiд-
групу H0 ‰ teu, що H0 Ă H для кожної пiдгрупи H ‰ teu групи G.

1.31. Побудувати таблицю Келi групи G, заданої за допомогою множини
твiрних i множини визначальних спiввiдношень:

G “ xa, b | a5 “ b2 “ e, ab “ ba2y.

1.32. Знайти пiдгрупу xAy групи Q8, породжену множиною A “ t´1, iu.
Показати, що група кватернiонiв задається наступним чином:

Q8 “ xi, j | i
2
“ j2, ji “ ij3y.

1.33. Показати, що множина простих чисел є множиною твiрних групи до-
датнiх рацiональних чисел з операцiєю множення.

1.34. Довести, що група не може бути подана у виглядi об’єднання двох
своїх власних пiдгруп.
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Лекцiя 2. Симетрична група та її пiдгрупи
Нехай X – довiльна множина. Бiєктивне вiдображення s : X Ñ X назива-

ється пiдстановкою множини X. Через SX позначимо множину всiх пiдста-
новок множини X. Визначимо композицiю s˝t пiдстановок s i t як послiдовну
дiю вiдображень t i s, тобто наступним чином:

s ˝ tpxq “ sptpxqq для кожного x P X.

Теорема 2.1.

Множина SX з операцiєю ˝ утворює групу.

Доведення. Нехай s, t P SX . Покажемо, що s ˝ t також є пiдстановкою
множини X. Якщо s ˝ tpx1q “ s ˝ tpx2q, то за означенням композицiї
sptpx1qq “ sptpx2qq. Оскiльки вiдображення s : X Ñ X є iн’єктивним,
то з рiвностi sptpx1qq “ sptpx2qq випливає, що tpx1q “ tpx2q. А тодi з
iн’єктивностi t : X Ñ X маємо, що x1 “ x2. Таким чином, вiдображення
s˝t є iн’єктивним. Оскiльки вiдображення s : X Ñ X є сюр’єктивним, то
для кожного z P X iснує y P X, що spyq “ z. З сюр’єктивностi t : X Ñ X
випливає, що y “ tpxq для деякого x P X. Тодi s ˝ tpxq “ sptpxqq “ spyq “
z, i вiдображення s ˝ t є сюр’єктивним. Таким чином, s ˝ t P SX , тобто
композицiя ˝ є бiнарною операцiєю, заданою на множинi SX .

Оскiльки
s ˝ pt ˝ rqpxq “ sppt ˝ rqpxqq “ sptprpxqqq “ s ˝ tprpxqq “ ps ˝ tq ˝ rpxq

для будь-яких s, t, r P SX i будь-якого x P X, то SX є напiвгрупою.
Розглянемо тотожне вiдображення idX : X Ñ X, idXpxq “ x для ко-

жного x P X. Очевидно, що дане вiдображення є пiдстановкою множини
X. Для кожного s : X Ñ X маємо, що idX ˝ spxq “ idXpspxqq “ spxq для
кожного x P X. А тому пiдстановка idX є лiвою одиницею напiвгрупи
SX .

Оскiльки вiдображення s : X Ñ X є бiєкцiєю, то для кожного y P X
iснує єдиний елемент x P X, що y “ spxq. Визначимо вiдображення
s´1 : X Ñ X, поклавши s´1pyq “ x. За побудовою дане вiдображення є
пiдстановкою i

s´1 ˝ spxq “ s´1pspxqq “ s´1pyq “ x “ idXpxq для кожного x P X,
а тому s´1 ˝s “ idX , тобто s´1 є лiвим оберненим елементом до елемента
s P SX . �

Групу SX всiх пiдстановок множини X називають симетричною групою
на множинi X.

Якщо X – скiнченна множина потужностi n, то будемо вживати позна-
чення Sn замiсть SX . Крiм того, не обмежуючи загальностi, можна вважати,
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що X “ t1, 2, . . . , nu. У цьому випадку кожнiй пiдстановцi s можна взаємно
однозначно поставити у вiдповiднiсть матрицю

s “

˜

1 2 . . . n

sp1q sp2q . . . spnq

¸

Кiлькiсть таких матриць дорiвнює кiлькостi перестановок елементiв другого
рядка – n!. Таким чином, група Sn має порядок n!.

Позначення, якi ми вживали до цього часу для пiдстановок, є досить гро-
мiздкими. Для спрощення запису пiдстановок введемо поняття циклу.

Пiдстановка s : X Ñ X називається циклом довжини k, якщо iснують
такi елементи a1, a2, . . . , ak P X, що

spa1q “ a2, spa2q “ a3, . . . , spak´1q “ ak, spakq “ a1,

i spxq “ x для всiх iнших елементiв x P X. Для циклу вживатимемо позначе-
ння pa1a2 . . . akq.

Приклад 2.1. Пiдстановка

s “

˜

1 2 3 4 5 6

6 3 5 1 4 2

¸

“ p162354q

є циклом довжини 6, а пiдстановка

t “

˜

1 2 3 4 5 6

1 4 2 3 5 6

¸

“ p243q

– цикл довжини 3.

Цикли є “будiвельними блоками” для пiдстановок. Зрозумiло, що кожна
скiнченна пiдстановка складається з скiнченної кiлькостi циклiв. Цикли дов-
жини 1 в записi пiдстановки опускатимемо. Тотожну пiдстановку idX позна-
чатимемо через p1q.

Приклад 2.2. Пiдстановка

s “

˜

1 2 3 4 5 6

2 4 1 3 6 5

¸

“ p1243qp56q

складається з цикла довжини 2 i цикла довжини 4.
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Приклад 2.3. Знайдемо добуток циклiв s “ p1352q i t “ p256q. Оскiльки
для пiдстановки s:

1
s
ÞÝÑ 3, 3

s
ÞÝÑ 5, 5

s
ÞÝÑ 2, 2

s
ÞÝÑ 1, 4

s
ÞÝÑ 4, 6

s
ÞÝÑ 6,

а для пiдстановки t:

2
t
ÞÝÑ 5, 5

t
ÞÝÑ 6, 6

t
ÞÝÑ 2, 1

t
ÞÝÑ 1, 3

t
ÞÝÑ 3, 4

t
ÞÝÑ 4,

то враховуючи, що в добутку s ˝ t спочатку дiє t, а потiм s, для пiдста-
новки s ˝ t маємо:
1

t
ÞÝÑ 1

s
ÞÝÑ 3, 3

t
ÞÝÑ 3

s
ÞÝÑ 5, 5

t
ÞÝÑ 6

s
ÞÝÑ 6, 6

t
ÞÝÑ 2

s
ÞÝÑ 1, 2

t
ÞÝÑ 5

s
ÞÝÑ 2, 4

t
ÞÝÑ 4

s
ÞÝÑ 4,

а отже,
s ˝ t “ p1356q. Якщо r “ p1634q, то s ˝ r “ p1652qp34q.

Цикл довжини 2 називається транспозицiєю. Оскiльки

pa1a2 . . . anq “ pa1anqpa1an´1q . . . pa1a3qpa1a2q,

то має мiсце наступне

Твердження 2.1.

Кожну пiдстановку скiнченної множини, що мiстить принаймнi 2
елементи, можна подати у виглядi добутку транспозицiй.

Твердження 2.2.

Якщо одиниця idX записана у виглядi добутку r транспозицiй:

idX “ s1s2 . . . sr,

то r є парним числом.

Доведення. Скористаємось методом математичної iндукцiї. Транспо-
зицiя не може бути одиницею p1q, а тому r ą 1. Якщо r “ 2, то твердже-
ння вiрне. Нехай r ą 2. У цьому випадку для добутку sr´1sr останнiх
двох транспозицiй виконується одна з рiвностей:

1) pabqpabq “ idX
2) pbcqpabq “ pacqpbcq
3) pcdqpabq “ pabqpcdq
4) pacqpabq “ pabqpbcq,

де a, b, c i d рiзнi елементи множини X.
В першому випадку добуток двох останнiх транспозицiй є одиницею

групи, а тому idX “ s1s2 . . . sr´2. За припущенням математичної iндукцiї
число r ´ 2 є парним, а тому r також є парним.
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У кожному з наступних випадкiв можна замiнити sr´1sr на праву
частину вiдповiдної рiвностi, щоб отримати новий добуток r транспози-
цiй. В новому добутку останнє входження елемента a мiститься в перед-
останнiй транспозицiї. Продовжимо даний процес для sr´2sr´1. Анало-
гiчно отримаємо або добуток r ´ 2 транспозицiй, або новий добуток r
транспозицiй, в якому останнє входження елемента a мiститься в r ´ 2
транспозицiї. Продовжуючи аналогiчно, отримаємо, що або останнє вхо-
дження елемента a є в першiй транспозицiї, або в добутку r транспозицiй
є двi послiдовнi однаковi транспозицiї, якi в добутку дають idX . В пер-
шому випадку у добутку всiх транспозицiй елемент a не переходить в a,
а тому добуток транспозицiй не може дорiвнювати одиницi idX . Отже,
залишається тiльки другий випадок. Але тодi, викинувши двi послiдовнi
однаковi транспозицiї i використавши припущення математичної iнду-
кцiї, отримаємо, що r ´ 2, а отже, i r – парнi числа. �

Теорема 2.2.

Якщо пiдстановка s записана у виглядi добутку парної кiлькостi транс-
позицiй, то довiльне iнше подання s у виглядi добутку транспозицiй
також мiстить парну кiлькiсть транспозицiй. Аналогiчно, якщо пiд-
становка s записана у виглядi добутку непарної кiлькостi транспози-
цiй, то довiльне iнше подання s у виглядi добутку транспозицiй та-
кож мiстить непарну кiлькiсть транспозицiй.

Доведення. Нехай
s “ t1 . . . tm “ r1 . . . rk,

де m є парним числом. Оскiльки
s´1 “ pt1 . . . tmq

´1
“ t´1m . . . t´11 “ tm . . . t1, то

idX “ stm . . . t1 “ r1 . . . rktm . . . t1,

а тому k також є парним за твердженням 2.2.
Випадок, коли пiдстановка s записана у виглядi добутку непарної

кiлькостi транспозицiй, доводиться аналогiчно. �

З теореми 2.2 випливає коректнiсть наступних означень.
Пiдстановка s називається парною, якщо вона може бути записана у ви-

глядi добутку парної кiлькостi транспозицiй.
Пiдстановка s називається непарною, якщо s може бути записана у виглядi

добутку непарної кiлькостi транспозицiй.
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Приклад 2.4. Тотожна пiдстановка p1q є парною, бо вона задається
добутком, в якому немає транспозицiй (0 транспозицiй). Пiдстановка
p12345q “ p15qp14qp13qp12q є парною, а пiдстановка p1234q “ p14qp13qp12q
– непарна.

Через An позначимо множину всiх парних пiдстановок скiнченної множи-
ни X потужностi |X| “ n.

Твердження 2.3.

Пiдмножина An є пiдгрупою симетричної групи Sn.

Доведення. Якщо обидвi пiдстановки s, t P An записанi у виглядi до-
бутку парної кiлькостi транспозицiй, то s ˝ t також є добутком парної
кiлькостi транспозицiй, а тому s ˝ t P An. Якщо s “ t1 . . . tm P An, то m
– парне, а тому

s´1 “ pt1 . . . tmq
´1
“ t´1m . . . t´11 “ tm . . . t1 P An.

�

Група An називається знакозмiнною групою на множинi X.

Приклад 2.5. Знайдемо всi елементи знакозмiнної групи A4. Оскiльки
кожен цикл pa1a2a3q є добутком двох транспозицiй pa1a2a3q “ pa1a3qpa1a2q,
тоA4 мiстить всi цикли довжини 3, а також пiдстановки виду pa1a2qpa3a4q.
Всi цикли pa1a2q довжини 2 i pa1a2a3a4q “ pa1a4qpa1a3qpa1a2q довжини 4
є добутками непарної кiлькостi транспозицiй, а тому групi A4 не нале-
жать. Таким чином,

A4 “ tp1q, p123q, p132q, p124q, p142q, p134q, p143q, p234q, p243q, p12qp34q,
p13qp24q, p14qp23qu.

Знакозмiнна група A4 мiстить 12 елементiв. Це не випадково.

Твердження 2.4.

Кiлькiсть парних пiдстановок групи Sn, де n ě 2, дорiвнює кiлькостi
непарних пiдстановок. Тому порядок групи An дорiвнює n!

2
.

Доведення. Позначимо через Bn множину непарних пiдстановок гру-
пи Sn. Нехай s – довiльна транспозицiя.

Визначимо вiдображення
ψ : An Ñ Bn, ψptq “ s ˝ t.
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Нехай ψpt1q “ ψpt2q. Тодi s ˝ t1 “ s ˝ t2, а отже, t1 “ s´1 ˝ s ˝ t2 “ t2, i
вiдображення ψ є iн’єктивним.

Якщо t P Bn, то s´1 ˝ t “ st P An i ψps´1 ˝ tq “ s ˝ s´1 ˝ t “ t, а отже,
вiдображення ψ – сюр’єктивне.

Таким чином, вiдображення ψ є бiєкцiєю.
�

Вивчимо будову деяких пiдгруп симетричної групи, якi часто зустрiчаю-
ться в геометрiї.

Розглянемо групу IsompR2q Ă SR2 рухiв (бiєктивних вiдображень, що збе-
рiгають вiдстанi) евклiдової площини R2. Якщо F – довiльна фiгура на пло-
щинi, то множина тих рухiв s, якi залишають нерухомою фiгуру F , тобто
spF q “ F , є пiдгрупою групи IsompR2q. Дана пiдгрупа називається групою
симетрiй фiгури F .

Нехай F – правильний n-кутник. Тодi кожен рух, який залишає нерухо-
мим даний многокутник, iндукує бiєктивне вiдображення на множинi вершин
правильного n-кутника, i множина Dn таких бiєктивних вiдображень вершин
є пiдгрупою симетричної групи Sn.

Занумеруємо вершини правильного n-кутника числами 1, 2, . . . , n:

4

3

2

1

n

n´ 1

Зауважимо, що є n можливостей для замiни вершини з номером 1. Якщо
вершину 1 замiнено на вершину k, то вершину 2 можна замiнити або верши-
ною k ` 1, або k ´ 1. Далi замiна визначається однозначно. Таким чином, є
2n рiзних бiєктивних вiдображень множини вершин правильного n-кутника,
при яких n-кутник “накладається” на себе.

Група Dn називається дiедральною групою порядку 2n.

Теорема 2.3.

Дiедральна група Dn, n ě 3, порядку 2n, складається з усiх добуткiв
двох елементiв r i s, для яких виконуються рiвностi rn “ e, s2 “
e, srs “ r´1, тобто

Dn “ xr, s | r
n
“ e, s2 “ e, srs “ r´1y.

Доведення. Позначимо через e бiєктивне вiдображення, яке залишає
нерухомими всi вершини правильного n-кутника. Очевидно, що e – оди-
ниця групи Dn. Елементами групи Dn є повороти i симетрiї.
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симетрiя

1
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Всього є n рiзних поворотiв:

e,
360˝

n
, 2 ¨

360˝

n
, . . . , pn´ 1q ¨

360˝

n
.

Позначимо через r поворот на кут 360˝

n
. Поворот r породжує всi iншi

повороти, а саме rk “ k ¨ 360
˝

n
. Позначимо n симетрiй через s1, s2, . . . , sn,

де sk – симетрiя, яка залишає нерухомою вершину з номером k. Всього є
два типи симетрiй, якi залежать вiд парностi числа n. Якщо n парне, то
при симетрiї двi вершини залишаються нерухомими, якщо ж n непарне,
то – одна.
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В обох випадках порядок елемента sk дорiвнює 2. Покладемо s “ s1.
Тодi s2 “ e i rn “ e. Якщо бiєктивне вiдображення t многокутника на
себе замiнює вершину 1 вершиною k, то вершину 2 воно може замiнити
або вершиною k ` 1, або k ´ 1. Якщо вершину 2 замiнено вершиною
k ` 1, то t “ rk´1; якщо ж – вершиною k ´ 1, то t “ rk´1s. Таким
чином, елементи r i s породжують групуDn, тобтоDn складається з усiх
скiнченних добуткiв елементiв r i s. Крiм того, очевидно, що srs “ r´1.

�

Приклад 2.6. Група D4 симетрiй квадрата мiстить 8 елементiв. Зануме-
руємо вершини квадрата числами 1, 2, 3, 4:

21

4 3

Тодi повороти задаються циклами:
r “ p1432q, r2 “ p13qp24q, r3 “ p1234q, r4 “ e,

а симетрiї: s1 “ p24q, s2 “ p13q.
Iншi два елементи мають вигляд:

rs1 “ p14qp23q, r3s2 “ p12qp34q.

Приклад 2.7. Розглянемо групу симетрiй ромба. Занумеруємо вершини
ромба числами 1, 2, 3, 4:

1

2

3

4

Позначимо через a симетрiю, яка залишає нерухомими вершини 1
i 3, а через b – симетрiю, що залишає нерухомими вершини 2 i 4. Тодi
a “ p24q, b “ p13q. Звiдки a2 “ b2 “ e i ab “ ba “ p13qp24q. Таким чином,
група симетрiй ромба є абелевою групою порядку 4.

Нехай c “ ab. Тодi таблиця Келi має наступний вигляд:
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˚ e a b c

e e a b c

a a e c b

b b c e a

c c b a e

Група симетрiй ромба називається 4-групою Клейна i позначається V4.
Таким чином,

V4 “ xa, b | a
2
“ b2 “ e, ab “ bay.

Рекомендована лiтература : [4, с. 28–37], [11, с. 15–20], [13, с. 83–89], [15, с. 23–
33], [16, с. 74–91].

Вправи до лекцiї 2.
2.1. Чи є вiдображення f : R Ñ R, fpxq “ x3 ` 3x2 ` 3x, пiдстановкою на
множинi R?

2.2. Записати наступнi пiдстановки за допомогою циклiв:

а)

˜

1 2 3 4 5

3 4 5 1 2

¸

; б)

˜

1 2 3 4 5

2 4 3 5 1

¸

; в)

˜

1 2 3 4 5

5 3 2 1 4

¸

.

2.3. Обчислити добутки циклiв:

а) p1345qp234q;
в) p1254q100;
д) p12qp23qp34qp45qp56q;

б) p1254qp13qp25q;
г) p135q´3;
е) p12qp13qp15qp14qp13qp12q.

2.4. У групi S5 розв’язати рiвняння p124q ˝ x ˝ p13q “ p245q.

2.5. Подати наступнi пiдстановки у виглядi добутку транспозицiй та з’ясу-
вати, чи є вони парними.

а) p16345q;
в) p17254qp154632q;

б) p36qp1254q;
г) p1234qp354qp123q.

2.6. Показати, що кожен елемент симетричної групи Sn можна подати у
виглядi скiнченного добутку наступних транспозицiй:

а) p12q, p13q, . . . , p1nq; б) p12q, p23q, . . . , pn´ 1, nq.

2.7. Знайти всi степенi циклу p123456q P S6.
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2.8. Довести, що p12 . . . nq´1 “ p1n . . . 32q.

2.9. Знайти всi елементи знакозмiнної групи A5.

2.10. Побудувати таблицi Келi для груп S3 i D4. Знайти всi їх пiдгрупи.

2.11. Знайти всi мiнiмальнi множини твiрних групи S3.

2.12. Задати групу S3 за допомогою мiнiмальної множини твiрних i множи-
ни визначальних спiввiдношень.

2.13. З’ясувати, при яких n P N групи Sn, An i Dn є абелевими.

2.14. Виписати всi елементи наступних множин:

а) ts P S4 | sp1q “ 3u;
в) ts P S4 | sp1q “ 3 i sp2q “ 2u.

б) ts P S4 | sp2q “ 2u;

Чи є данi множини пiдгрупами групи S4?

2.15. Довести, що множина всiх циклiв довжини 3 є множиною твiрних
групи An.

2.16. Скiльки рiзних 2–елементних множин твiрних має група A4?

2.17. Побудувати таблицю Келi для групи симетрiй прямокутника.

2.18. Знайти кiлькiсть тих пiдстановок iз групи S9, якi комутують iз пiд-
становкою s “ p123456789q.

2.19. У групi S4 знайти пiдгрупи H1 i H2, заданi одноелементними множи-
нами твiрних tp1243qu i tp1342qu вiдповiдно. Чи є H1XH2 абелевою пiдгрупою
групи S4?

2.20. Нехай пiдстановка групи Sn записана у виглядi добуткуm незалежних
циклiв, включаючи цикли довжини 1. Рiзниця n ´m називається декремен-
том пiдстановки. Довести, що парнiсть пiдстановки спiвпадає з парнiстю її
декремента.

2.21. Нехай G – група, a P G. З’ясувати, чи є вiдображення s : G Ñ G
елементом симетричної групи SG:

а) spgq “ g´1; б) spgq “ aga´1; в) spgq “ ag.

2.22. Довести, що множина всiх бiєкцiй f : RÑ R, fp0q “ 0, fp2017q “ 2017,
є пiдгрупою групи SR.

2.23. Довести, що множина Aff pRq всiх афiнних вiдображень f : R Ñ R,
fpxq “ ax` b, де a, b P R, a ‰ 0, є пiдгрупою симетричної групи SR.
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2.24. Показати, що множина Aff `pRq всiх афiнних вiдображень вигляду
fpxq “ ax` b, де a ą 0, є пiдгрупою групи Aff pRq.

2.25. Довести, що множина ShiftpRq всiх зсувiв rbpxq “ x ` b є пiдгрупою
групи Aff `pRq.

2.26. Показати, що множина всiх гомотетiй fpxq “ ax, a ‰ 0, є пiдгрупою
групи Aff pRq.

2.27. Довести, що всi дробово-лiнiйнi функцiї вигляду

fpxq “
ax` b

cx` d
,

де a, b, c, d P R, ad ‰ bc, утворюють групу вiдносно операцiї композицiї фун-
кцiй. Чи є дана група пiдгрупою групи SR?

Лекцiя 3. Порядок елемента групи. Циклi-
чнi пiдгрупи

Зафiксуємо елемент a групи G. Перетин всiх пiдгруп групи G, якi мiстять
елемент a, називається циклiчною пiдгрупою, породженою елементом a, i
позначається xay. Таким чином,

xay “
č

aPHăG

H.

З твердження 1.7 у випадку A “ tau випливає наступна

Теорема 3.1.

Циклiчна пiдгрупа xay, породжена елементом a, складається з усiх
цiлих степенiв елемента a, тобто xay “ tam | m P Zu.

Згiдно з твердженням 1.3 для будь-яких m,n P Z мають мiсце рiвностi
aman “ am`n “ an`m “ anam, а тому група xay є абелевою.

Для елемента a P G можливi наступнi два випадки.
1. Усi степенi елемента a є рiзними, тобто am ‰ an для цiлих m ‰ n. У

цьому випадку кажуть, що елемент a має нескiнченний порядок.
2. Серед степенiв елемента a є рiвнi, тобто am “ an для деяких рiзних

m,n P Z. Тодi |m ´ n| P N i a|m´n| “ e, тобто iснують натуральнi степенi
елемента a, якi дорiвнюють одиницi групи G. Найменше натуральне число n,
для якого an “ e, називається порядком елемента a i позначається |a|.
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Приклад 3.1. Знайдемо порядки елементiв

A “

˜

0 1

´1 0

¸

, B “

˜

1 3

0 1

¸

групи GLp2,Rq.

Оскiльки A2 “ ´E, A3 “

˜

0 ´1

1 0

¸

, A4 “ E, то |A| “ 4.

Якщо n P N, то Bn “

˜

1 3n

0 1

¸

, а отже, B має нескiнченний поря-

док.

Очевидно, що в кожнiй групi одиниця e має порядок 1. Iнших елементiв
порядку 1 в групi немає.

Приклад 3.2. Покажемо, що група G парного порядку мiстить елемент
порядку 2. Нехай |G| “ n – парне число. Якщо елемент a P G дорiвнює
своєму оберненому, тобто a “ a´1, то a2 “ e. Припустимо, що серед еле-
ментiв групи G немає елементiв другого порядку. Тодi лише одиничний
елемент e є оберненим до себе. Отже, усi iншi n´1 елементiв розбиваю-
ться на пари елементiв, обернених один до одного. Але це неможливо,
оскiльки число n´ 1 є непарним.

Елементи a i b групи G називаються спряженими в групi G, якщо b “
g´1ag для деякого g P G.

Приклад 3.3. Спряженi елементи мають однаковий порядок. Дiйсно,
bn “ pg´1agqpg´1agq . . . pg´1agq “ g´1ang.

Якщо bn “ e, то an “ gbng´1 “ gg´1 “ e. Якщо an “ e, то bn “ g´1eg “ e.
Таким чином, an “ e тодi i лише тодi, коли bn “ e, а отже, порядки
елементiв a i b рiвнi.

Група G називається перiодичною, якщо всi її елементи мають скiнчен-
ний порядок. Зрозумiло, що кожна скiнченна група є перiодичною. Iснують
нескiнченнi перiодичнi групи як завгодно великих порядкiв.

Приклад 3.4. Для довiльної множини X група PpXq всiх пiдмножин
множини X з операцiєю симетричної рiзницi є перiодичною. Дiйсно,
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одиницею даної групи є порожня множина H i A2 “ A M A “ H для
кожної множини A P PpXq.

Якщо єдиним елементом скiнченного порядку є одиничний, то група G
називається групою без кручень.

Теорема 3.2.

Нехай елемент a P G має скiнченний порядок n. Тодi

xay “ te, a, a2, . . . , an´1u

i am “ e тодi i лише тодi, коли m дiлиться на n.

Доведення. За теоремою 3.1 циклiчна пiдгрупа xay “ tam | m P Zu
складається з усiх цiлих степенiв елемента a. Довiльне цiле число m
можна подати у виглядi

m “ nq ` r, 0 ď r ă n.

Тому
am “ anq`r “ anqar “ panqqar “ ar, звiдки xay Ă te, a, a2, . . . , an´1u.

Протилежне включення є очевидним, а тому xay “ te, a, a2, . . . , an´1u.
У цьому випадку пiдгрупа xay має порядок n. Дiйсно, якби ak “ as при
0 ď k ă s ă n, то as´k “ e i 1 ď s´ k ă n, що суперечить мiнiмальностi
n.

Оскiльки am “ ar, то am “ e тiльки при r “ 0, тобто коли m дiлиться
на n.

�

Група G називається циклiчною, якщо iснує такий елемент a P G, що
xay “ G. Якщо елемент a має нескiнченний порядок, то всi елементи групи G
є попарно рiзними, i G – нескiнченна циклiчна група:

G “ t. . . , a´m, . . . , a´1, a0 “ e, a, . . . , am, . . .u.

Зрозумiло, що кожна нескiнченна циклiчна група є групою без кручень i
кожна її неодинична пiдгрупа є нескiнченною. Нескiнченна циклiчна група є
прикладом вiльної групи з одним твiрним елементом.

Приклад 3.5. У групi pZ,`q пiдгрупа xay, породжена цiлим числом a,
складається з усiх кратних числа a, тобто xay “ tma | m P Zu. Оскiль-
ки x1y “ tm1 | m P Zu “ Z, то pZ,`q – нескiнченна циклiчна група.
Очевидно, що x´1y “ Z i xay ‰ Z для кожного цiлого a R t´1, 1u.
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Якщо елемент a має скiнченний порядок n, то G “ xay “ te, a, a2, . . . , an´1u
за теоремою 3.2, тобто група G складається з n елементiв. У цьому випадку
G – скiнченна циклiчна група порядку n.

Приклад 3.6. Для кожного натурального числа n група pCzt0u, ¨q мi-
стить n рiзних коренiв степеня n з одиницi, якi обчислюються за допо-
могою наступної формули:

ξk “ cos
2πk

n
` i sin

2πk

n
, k P t0, 1, . . . , n´ 1u.

Оскiльки

ξk “ cos
2πk

n
` i sin

2πk

n
“ pcos

2π

n
` i sin

2π

n
q
k
“ ξk1 ,

то множина Cn “ tz P C | zn “ 1u всiх коренiв степеня n з одиницi є
циклiчною групою xξ1y порядку n, породженою елементом ξ1.

Теорема 3.3.

Кожна пiдгрупа циклiчної групи є циклiчною.

Доведення. Нехай H – довiльна пiдгрупа циклiчної групи G “ xay.
Тодi e P H i якщо iнших елементiв пiдгрупа H не мiстить, то H “ xey.

Нехай at P H, at ‰ e. Тодi a´t P H i можна обрати в H елемент am з
найменшим натуральним показником m. Якщо an – довiльний елемент
пiдгрупи H, то

n “ mq ` r, 0 ď r ă m i

ar “ an´mq “ ana´mq “ anppamqqq´1 P H.

З мiнiмальностi m випливає, що r “ 0 i n дiлиться на m. Таким
чином, H Ă xamy. Оскiльки H – пiдгрупа, то xamy Ă H, а отже, H “

xamy.
�

Твердження 3.1.

Якщо |a| “ n, то |am| “ n
pn,mq

.

Доведення. Нехай n “ dn1, m “ dm1, де d “ pn,mq. Тодi pn1,m1q “ 1.
Якщо pamqt “ e, то amt “ e, а тому mt “ dm1t дiлиться на n “ dn1

за теоремою 3.2. Оскiльки pn1,m1q “ 1, то t дiлиться на n1. А тодi з
рiвностей
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pamqn1 “ adm1n1 “ anm1 “ panqm1 “ e

випливає, що |am| “ n1 “
n
d
“ n

pn,mq
.

�

Наслiдок 3.1.

Елемент ak є твiрним елементом циклiчної групи xay порядку n тодi
i лише тодi, коли pn, kq “ 1.

Нагадаємо, що функцiя Ейлера ϕ : NÑ N ставить у вiдповiднiсть кожно-
му натуральному числу n кiлькiсть натуральних чисел, якi взаємно простi з
n i не перевищують n. Таким чином, кiлькiсть твiрних елементiв циклiчної
групи порядку n дорiвнює ϕpnq.

Приклад 3.7. Порядок елемента ξ24 циклiчної групи C60 дорiвнює

|ξ24| “ |ξ
24
1 | “

60

p60, 24q
“ 5.

Приклад 3.8. Твiрними елементами групи C8 є ξ1, ξ
3
1 “ ξ3, ξ

5
1 “ ξ5 i

ξ71 “ ξ7.

Твердження 3.2.

У скiнченнiй циклiчнiй групi порядку n для кожного натурального дiль-
ника d числа n iснує єдина пiдгрупа порядку d.

Доведення. Нехай G “ xay – скiнченна циклiчна група порядку n, d
– натуральний дiльник числа n. За твердженням 3.1 елемент a

n
d має

порядок d, а тому циклiчна пiдгрупа xa
n
d y має порядок d. Нехай M “

xamy – довiльна пiдгрупа порядку d. Оскiльки an “ e PM , то n дiлиться
на m i |am| “ n

m
“ d. Таким чином, m “ n

d
i M “ xa

n
d y. �

Нагадаємо, що функцiя τ : NÑ N ставить у вiдповiднiсть кожному нату-
ральному числу n кiлькiсть його натуральних дiльникiв. Таким чином, кiль-
кiсть рiзних пiдгруп циклiчної групи порядку n дорiвнює τpnq.

Твердження 3.3.

Нехай елементи a i b групи G комутують. Якщо |a| “ n, |b| “ m i
pm,nq “ 1, то |ab| “ nm.
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Доведення. Нехай t “ |ab|. Оскiльки елементи a i b комутують, то
pabqt “ atbt, а отже, елементи at i bt – взаємно оберненi. Легко перевiрити,
що взаємно оберненi елементи мають однаковий порядок, а тому |at| “
|bt|. За твердженням 3.1 порядки елементiв at i bt є дiльниками n i m
вiдповiдно. Оскiльки pn,mq “ 1, то |at| “ |bt| “ 1, звiдки at “ bt “ e.
Тодi t дiлиться на n i t дiлиться на m, а отже, t дiлиться на nm. З
мiнiмальностi t випливає, що t “ nm.

�

Рекомендована лiтература : [4, с. 38–39], [11, с. 28–37], [13, с. 78–82], [15, с. 54–
61], [16, с. 57–72].

Вправи до лекцiї 3.
3.1. Знайти циклiчну пiдгрупу групи S5, породжену елементом a, якщо

а) a “ p123q; б) a “ p1324q; в) a “ p123qp45q.

3.2. Знайти всi пiдгрупи циклiчної групи C12.

3.3. Скiльки рiзних циклiчних пiдгруп мiстить група A4?

3.4. З’ясувати, чи є множина Z з операцiєю n ˚m “ n` p´1qnm циклiчною
групою.

3.5. Знайти порядки наступних елементiв групи pCzt0u, ¨q:

а) i; б)
?
2
2
` i

?
2
2
; в) i` 1.

3.6. Вiдомо, що кожна власна пiдгрупа групи G є циклiчною. Чи обов’яз-
ково група G є циклiчною?

3.7. Довести, що в групi Sn кожен цикл довжини k ď n має порядок k.

3.8. Нехай G – група, a, b, c P G. Довести, що

а) |a´1| “ |a|;
в) |abc| “ |bca| “ |cab|.

б) |ab| “ |ba|;

3.9. Нехай G – група, a, b P G, |a| “ 2, |b| “ 5. Знайти |aba|.

3.10. Довести, що пiдмножина TorpGq всiх елементiв скiнченного порядку
абелевої групи G є пiдгрупою групи G. Група TorpGq називається пiдгрупою
кручення абелевої групи G.

3.11. Знайти пiдгрупу кручення групи r0, 1q iз бiнарною операцiєю ˚, де a˚b
дорiвнює дробовiй частинi числа a` b.
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3.12. Знайти порядки всiх елементiв групи pZ, ˚q, де m ˚ n “ p´1qnm ` n.
Показати, що множина всiх елементiв скiнченного порядку не є пiдгрупою
даної групи.

3.13. Скiлькома способами можна обрати твiрний елемент у циклiчнiй групi
порядку 120?

3.14. Скiльки рiзних пiдгруп мiстить циклiчна група порядку 120?

3.15. Знайти кiлькiсть елементiв порядку 12 групи pCzt0u, ¨q.

3.16. Нехай G – група, a, b P G, |a| “ 5 i a3b “ ba3. Довести, що ab “ ba.

3.17. Нехай G – група, a, b P G, |a| “ 5, |b| “ 9 i a4b8ab “ e. Знайти |ab|.

3.18. Нехай g – неодиничний елемент групи G, який комутує тiльки з e i g.
Знайти порядок елемента g.

3.19. Показати, що кожна скiнченна група мiстить непарну кiлькiсть еле-
ментiв g, для яких g3 “ e.

3.20. Довести, що в будь-якiй скiнченнiй групi для кожного натурального
числа n ą 2 кiлькiсть елементiв порядку n є парною.

3.21. Нехай g – такий елемент групи G, що g2 ‰ e i g6 “ e. Довести, що
g4 ‰ e i g5 ‰ e. Що можна сказати про порядок елемента g?

3.22. Знайти кiлькiсть елементiв порядку 2 у циклiчнiй групi G, якщо:

а) |G| – непарне число; б) |G| – парне число.

3.23. Нехай g – такий неодиничний елемент групи G, що елементи g6 i g7 є
взаємно оберненими. Знайти |g|.

3.24. Нехай a i b мають порядки 15 i 16 вiдповiдно в групiG. Знайти порядок
пiдгрупи xay X xby.

3.25. Нехай a – елемент групи G. Знайти твiрний елемент пiдгрупи xany X
xamy.

3.26. Знайти усi розв’язки рiвняння x6 “ e i всi елементи порядку 6 в ци-
клiчнiй групi C120.

3.27. Яким може бути порядок циклiчної групи, якщо твiрний елемент у
нiй можна обрати рiвно 10 способами?

3.28. Вiдомо, що деяка група мiстить 4 елементи, один з яких має порядок 4.
Який порядок мають решту елементiв групи i скiльки пiдгруп має ця група?

3.29. Показати, що пiдгрупа H групи pQ,`q, породжена множиною A “

t1
2
, 1
3
u, є циклiчною.
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3.30. Знайти добуток усiх елементiв циклiчної групи G “ xay порядку n.

3.31. Нехай G – скiнченна абелева група, A “ ta P G | a2 “ eu. Довести, що
ś

gPG g “
ś

aPA a “ c, де c – деякий елемент множини A. Чи є A пiдгрупою
групи G?

3.32. Довести, що група G є абелевою за умови, що a2 “ e для кожного
a P G.

3.33. Довести, що пiдмножина H перiодичної групи G є пiдгрупою тодi i
лише тодi, коли ab P H для будь-яких елементiв a, b P H.

3.34. Довести, що група Aff pRq не мiстить елементiв скiнченного порядку,
бiльшого нiж 2.

3.35. Нехай |g| “ nm, де pm,nq “ 1. Довести, що g “ ab “ ba для деяких
елементiв a i b групи G, де |a| “ n, |b| “ m.

Лекцiя 4. Розбиття групи за пiдгрупою. Те-
орема Лагранжа

Сiм’я D пiдмножин множини X називається розбиттям X, якщо:
1) всi елементи D непорожнi;
2) об’єднання YD рiвне X;
3) якщо елементи F i G сiм’ї D мають непорожнiй перетин, то F “ G.
Для кожного вiдношення еквiвалентностi ρ Ă X ˆX iснує єдине розбиття

D множини X, для якого px, yq P ρ тодi i лише тодi, коли x та y потрапляють
в один елемент сiм’ї D. Елемент шуканого розбиття D, який мiстить x P X,
складається з усiх елементiв y P X, для яких px, yq P ρ. Цей елемент назива-
ється класом еквiвалентностi x (вiдносно вiдношення ρ) i позначається rxs
або x. Таким чином, D “ tx : x P Xu.

Нехай G – група, а H – довiльна її пiдгрупа. Розглянемо наступне бiнарне
вiдношення ρl Ă GˆG:

pa, bq P ρl ô a´1b P H.

Вiдношення ρl є вiдношенням еквiвалентностi. Дiйсно:
1) Рефлексивнiсть. Для кожного a P G виконано a´1a “ e P H, а тому
pa, aq P H.

2) Симетричнiсть. Нехай pa, bq P ρl. Тодi a´1b P H. Оскiльки H є пiд-
групою, то b´1a “ pa´1bq´1 P H, звiдки pb, aq P ρl.

3) Транзитивнiсть. Нехай pa, bq, pb, cq P ρl. Тодi a´1b, b´1c P H. Звiдси
a´1c “ pa´1bqpb´1cq P H, а тому pa, cq P ρl.
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Отже, вiдношення ρl задає деяке розбиття групи G. Клас еквiвалентностi,
який мiстить елемент a, має вигляд:

a “ tg P G : pa, gq P ρu “ tg P G : a´1g P Hu “ tg P G : g P aHu “ aH.

Утворене розбиття називатимемо лiвостороннiм розбиттям групи G за
пiдгрупою H, а клас еквiвалентностi a – лiвим сумiжним класом групи G за
пiдгрупою H, породженим елементом a. Таким чином,

G “
ď

gPG

gH.

Позначимо через pG : Hq множину всiх лiвих сумiжних класiв групи G
за пiдгрупою H. Потужнiсть множини лiвих сумiжних класiв називається
iндексом пiдгрупи H в групi G i позначається |G : H|.

Приклад 4.1. Якщо H “ teu, то лiвий сумiжний клас, породжений еле-
ментом a є одноелементним: a “ aH “ ateu “ tau. Таким чином, лiво-
стороннє розбиття групи G за пiдгрупою H складається з усiх одноеле-
ментних пiдмножин групи G, тобто

G “
ď

gPG

tgu.

У цьому випадку iндекс пiдгрупи H в групi G дорiвнює |G|, тобто |G :
H| “ |G|.

Якщо H “ G, то aH “ aG “ G для кожного a P G, а тому лiво-
стороннiй розклад групи G за пiдгрупою H мiстить єдиний елемент –
групу G. Таким чином, |G : H| “ 1.

Аналогiчним чином легко перевiрити, що бiнарне вiдношення ρr Ă GˆG:

pa, bq P ρr ô ba´1 P H,

є вiдношенням еквiвалентностi. Клас еквiвалентностi a спiвпадає з пiдмно-
жиною Ha групи G i називається правим сумiжним класом групи G за пiд-
групою H, породженим елементом a. Розбиття, породжене вiдношенням ρr,
називатимемо правостороннiм розбиттям групи G за пiдгрупою H. Таким
чином,

G “
ď

gPG

Hg.

Приклад 4.2. Для кожного елемента g групи S3 знайдемо лiвi i правi
сумiжнi класи за пiдгрупою H “ tp1q, p12qu, породженi g:
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g gH Hg

p1q tp1q, p12qu tp1q, p12qu

p12q tp1q, p12qu tp1q, p12qu

p13q tp13q, p123qu tp13q, p132qu

p23q tp23q, p132qu tp23q, p123qu

p123q tp13q, p123qu tp23q, p123qu

p132q tp23q, p132qu tp13q, p132qu

Таким чином,

G “
ď

gPG

gH “ tp1q, p12qu Y tp13q, p123qu Y tp23q, p132qu

i
G “

ď

gPG

Hg “ tp1q, p12qu Y tp13q, p132qu Y tp23q, p123qu

З таблицi видно, що p13qH ‰ Hp13q, тобто лiвий i правий сумiжний
класи, породженi однаковими елементами, можуть не спiвпадати. Група
S3 мiстить три рiзних лiвих i три рiзних правих сумiжних класiв за
пiдгрупою H. Тому iндекс пiдгрупи H в групi S3 дорiвнює 3.

Твердження 4.1.

Кiлькiсть лiвих сумiжних класiв групи G за пiдгрупою H дорiвнює
кiлькостi правих сумiжних класiв.

Доведення. Оскiльки H пiдгрупа групи G, то h´1 P H для кожно-
го h P H, тобто H´1 Ă H. Тодi з рiвностi h “ ph´1q´1 випливає, що
H´1 “ H. Розглянемо вiдображення ψ з множини лiвих сумiжних кла-
сiв у множину правих сумiжних класiв:

ψpgHq “ pgHq´1 “ H´1g´1 “ Hg´1.

Якщо ψpg1Hq “ ψpg2Hq, то pg1Hq´1 “ pg2Hq
´1, звiдки g1H “ g2H,

а тому вiдображення ψ є iн’єктивним. Для кожного правого сумiжно-
го класу Hg iснує такий лiвий сумiжний клас g´1H, що ψpg´1Hq “
Hpg´1q´1 “ Hg, а отже, ψ – сюр’єктивне вiдображення. Таким чином,
вiдображення ψ є бiєкцiєю множини лiвих сумiжних класiв на множину
правих сумiжних класiв групи G за пiдгрупою H.

�
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Зауваження 4.1.

Нехай H – пiдгрупа групи G.
1. Пiдгрупа H завжди є лiвим i правим сумiжним класом. Дiйсно,
H “ eH “ He.

2. Оскiльки g “ ge “ eg, то g P gH XHg для кожного g P G.
3. Якщо G – абелева група, то gH “ Hg для кожного g P G,

тобто лiвий i правий сумiжний класи, якi мiстять елемент
g, спiвпадають.

Приклад 4.3. Знайдемо лiвi i правi сумiжнi класи групи pZ,`q за пiд-
групою 5Z. Оскiльки група Z є абелевою, то лiвi i правi сумiжнi класи,
породженi однаковими елементами, спiвпадають. Сумiжнi класи мають
вигляд k ` 5Z, де k P Z. Тодi

0 “ 5Z “ t. . . ,´15,´10,´5, 0, 5, 10, 15, . . .u,
1 “ 1` 5Z “ t. . . ,´14,´9,´4, 1, 6, 11, 16, . . .u,
2 “ 2` 5Z “ t. . . ,´13,´8,´3, 2, 7, 12, 17, . . .u,
3 “ 3` 5Z “ t. . . ,´12,´7,´2, 3, 8, 13, 18, . . .u,
4 “ 4` 5Z “ t. . . ,´11,´6,´1, 4, 9, 14, 19, . . .u.

Легко бачити, що Z “ 0Y 1Y 2Y 3Y 4, а тому є 5 рiзних сумiжних
класiв групи Z за пiдгрупою 5Z.

Теорема 4.1 (Теорема Лагранжа).

Якщо H – пiдгрупа скiнченної групи G, то

|G| “ |H| ¨ |G : H|.

Зокрема порядок скiнченної групи дiлиться на порядок кожної її пiд-
групи.

Доведення. Розглянемо лiвостороннє розбиття групи G за пiдгрупою
H. Одним з лiвих сумiжних класiв є пiдгрупа H “ eH. Нехай gH –
довiльний лiвий сумiжний клас.

Розглянемо вiдображення
lg : H Ñ gH, lgphq “ gh.

Якщо lgph1q “ lgph2q, то gh1 “ gh2, а тому h1 “ h2, i вiдображення lg
є iн’єкцiєю. Оскiльки g´1a P H для кожного a P gH i lgpg´1aq “ a, то lg
– сюр’єкцiя. Таким чином, lg – бiєкцiя.

Отже, потужнiсть кожного лiвого сумiжного класу дорiвнює порядку
пiдгрупиH. Оскiльки скiнченна група мiстить скiнченну кiлькiсть лiвих
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сумiжних класiв i данi класи попарно не перетинаються, то |G| “ |H| ¨m,
де m – кiлькiсть лiвих сумiжних класiв. Таким чином,

|G| “ |H| ¨ |G : H|,

i порядок групи G дiлиться на порядок пiдгрупи H.
�

Наслiдок 4.1.

Порядок кожного елемента скiнченної групи G дiлить порядок групи
G.

Доведення. Порядок елемента a P G дорiвнює порядку циклiчної пiд-
групи xay, породженої даним елементом, а тому за теоремою Лагранжа
|a| “ |xay| дiлить |G|.

�

Наслiдок 4.2.

Якщо порядком групи G є просте число p, то G – циклiчна група.

Доведення. Нехай a – довiльний неодиничний елемент групи G. За
теоремою Лагранжа порядок циклiчної пiдгрупи xay, породженої еле-
ментом a, дiлить |G| “ p. Оскiльки a ‰ e, то |xay| “ p, а тому група G
спiвпадає з циклiчною пiдгрупою xay.

�

Нехай A i B – пiдмножини групи G. Покладемо AB “ tab | a P A, b P Bu.
Якщо H – пiдгрупа групи G, то HH Ă H “ eH Ă HH, звiдки HH “ H.

Тодi за iндукцiєю Hn “ H . . .H
loomoon

n

“ H для кожного n P N.

Добуток HK двох пiдгруп H i K групи G не обов’язково є пiдгрупою
групи G.

Приклад 4.4. Розглянемо пiдгрупи H “ tp1q, p12qu i K “ tp1q, p13qu гру-
пи S3. Добуток пiдгруп H i K дорiвнює:

HK “ tp1q, p12q, p13q, p132qu.

Пiдмножина HK не є пiдгрупою групи S3, бо p13qp12q “ p123q R HK.
Аналогiчно KH “ tp1q, p12q, p13q, p123qu не є пiдгрупою групи S3.
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Твердження 4.2.

Добуток двох пiдгруп H i K групи G є пiдгрупою групи G тодi i лише
тодi, коли цi пiдгрупи є переставними, тобто HK “ KH.

Доведення. Нехай HK є пiдгрупою групи G i h P H, k P K. Тодi
kh “ ppkhq´1q´1 “ ph´1k´1q´1 P HK, а тому KH Ă HK.

Аналогiчно
hk “ pphkq´1q´1 “ pk´1h´1q´1 P KH.

Звiдки HK Ă KH, а отже, HK “ KH.
Навпаки, нехай HK “ KH i h1, h2 P H, k1, k2 P K. Тодi k1h2 “ h3k3

для деяких h3 P H, k3 P K. Тому
ph1k1qph2k2q “ h1pk1h2qk2 “ h1h3k3k2 P HK i

ph1k1q
´1
“ k´11 h´11 P KH “ HK.

Таким чином, HK – пiдгрупа групи G.
�

Рекомендована лiтература : [4, с. 39–42], [10, с. 19–22], [11, с. 45–56], [14, с. 20–
25], [16, с. 92–99].

Вправи до лекцiї 4.
4.1. Знайти лiвостороннє розбиття групи Q8 за пiдгрупою H “ t´1, 1u.

4.2. Знайти лiвостороннє та правостороннє розбиття групи A4 за пiдгрупою
H “ tp1q, p123q, p132qu. Порiвняти їх.

4.3. Знайти сумiжнi класи групи p3Z,`q за пiдгрупою 15Z.

4.4. Знайти сумiжнi класи циклiчної групи C12 за всiма її пiдгрупами.

4.5. Знайти всi пiдгрупи iндекса 2 групи Q8.

4.6. Описати сумiжнi класи групи pCzt0u, ¨q за пiдгрупою H, якщо

а) H “ Rzt0u; б) H “ R`; в) H “ tz P C : |z| “ 1u.

4.7. Описати сумiжнi класи групи pC,`q за пiдгрупою H “ ta`ib | a, b P Zu.

4.8. Описати сумiжнi класи групи векторiв площини, якi виходять з поча-
тку координат, з операцiєю додавання векторiв за пiдгрупою векторiв, що
лежать на осi абсцис.

4.9. Знайти iндекс пiдгрупи An в групi Sn.
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4.10. Знайти лiвi i правi сумiжнi класи групи Sn за пiдгрупою Sn´1.

4.11. Показати, що пiдгрупа Z має нескiнченний iндекс в групi pQ,`q

4.12. Навести приклад скiнченної групи, у якої iндекси всiх власних неоди-
ничних пiдгруп: a) попарно рiзнi; б) однаковi.

4.13. Навести приклад нескiнченної групи, у якої iндекси власних неодини-
чних пiдгруп: a) попарно рiзнi; б) однаковi.

4.14. Знайти лiвостороннє та правостороннє розбиття групи GLpn,Rq за
пiдгрупою SLpn,Rq. Чому дорiвнює iндекс пiдгрупи SLpn,Rq в групiGLpn,Rq?

4.15. З’ясувати, чи є лiвим або правим сумiжним класом по деякiй пiдгрупi
групи S5 пiдмножина A:

а) A “ tp234q, p1234qu; б) A “ tp12q, p123q, p1234qu.

4.16. Наступна таблиця є таблицею Келi деякої групи. Заповнити її порожнi
клiтинки.

˚ e a b c d

e e

a b e

b c d e

c d a b

d

4.17. Нехай |G : H| “ 2. Довести, що ab P H для кожних a, b P GzH.

4.18. Нехай p – просте число. Пiдгрупи яких порядкiв мiстить дiедральна
група Dp?

4.19. Знайти кiлькiсть елементiв порядку p групи порядку p, де p – просте
число.

4.20. Нехай p, q – простi числа, G – група порядку pq. Довести, що всi власнi
пiдгрупи групи G є циклiчними.

4.21. Нехай порядок скiнченої групи G дорiвнює n. Довести, що an “ e для
кожного a P G.

4.22. Нехай G – група непарного порядку. Довести, що для кожного a P G
iснує такий елемент b P G, що a “ b2.

4.23. Нехай G – група, H – довiльна її пiдгрупа. Довести або спростувати
твердження: вiдображення f : tgH | g P Gu Ñ tHg | g P Gu, fpgHq “ Hg, є
бiєкцiєю.
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4.24. Довести, що пiдмножина A групи G є лiвим сумiжним класом за де-
якою пiдгрупою тодi i лише тодi, коли вона є правим сумiжним класом за
деякою (можливо iншою) пiдгрупою.

4.25. Довести, що непорожня пiдмножина A групи G є сумiжним класом
за деякою пiдгрупою тодi i лише тодi, коли gA´1A “ A для деякого g P G.

4.26. Нехай g1, . . . , gn – представники рiзних лiвих сумiжних класiв групи
G за пiдгрупою H. Довести, що g´11 , . . . , g´1n – представники рiзних правих
сумiжних класiв G за H.

4.27. Нехай m i k – взаємно простi натуральнi числа. Довести, що абелева
група G порядку mk є циклiчною тодi i лише тодi, коли G мiстить елемент
порядку m i елемент порядку k.

4.28. Довести, що множина PpGq всiх пiдмножин групи G з операцiєю мно-
ження пiдмножин є моноїдом. Знайти всi його оборотнi елементи.

4.29. Пiдмножина A групи G називається самозачепленою, якщо gAXA ‰
H для кожного g P G. Довести, що множина A є самозачепленою тодi i лише
тодi, коли AA´1 “ G.

Лекцiя 5. Нормальнi пiдгрупи. Факторгрупи
Пiдгрупа H називається нормальною або iнварiантною пiдгрупою групи

G, якщо лiвостороннє та правостороннє розбиття групи G за пiдгрупою H
спiвпадають, тобто

tgH | g P Gu “ tHg | g P Gu.

Якщо H є нормальною пiдгрупою групи G, то будемо записувати H Ÿ G
або G Ź H. Нормальнi пiдгрупи також називають нормальними дiльниками
групи.

Приклад 5.1. Розглянемо пiдгрупу H “ tp1q, p123q, p132qu групи S3.
Оскiльки p12qH “ tp12q, p23q, p13qu i

G “ tp1q, p123q, p132qu Y tp12q, p23q, p13qu,

то множина лiвих сумiжних класiв має вигляд:
ttp1q, p123q, p132qu, tp12q, p23q, p13quu.

Оскiльки Hp12q “ tp12q, p13q, p23qu i
G “ tp1q, p123q, p132qu Y tp12q, p23q, p13qu,

то множина правих сумiжних класiв має вигляд:
ttp1q, p123q, p132qu, tp12q, p23q, p13quu.
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Таким чином, правостороннє i лiвостороннє розбиття групи S3 за
пiдгрупою H спiвпадають, а тому H – нормальна пiдгрупа групи S3.

Оскiльки g P gHXHg, то H є нормальною пiдгрупою групи G тодi i лише
тодi, коли gH “ Hg для кожного g P G.

Приклад 5.2. Розглянемо пiдгрупу H “ tp1q, p13qu групи S3.
Оскiльки p12qH “ tp12q, p132qu, а Hp12q “ tp12q, p123qu, то p12qH ‰

Hp12q. Таким чином, H не є нормальною пiдгрупою групи S3.

Очевидно, що будь-яка пiдгрупа абелевої групи є нормальною.

Для нормальностi пiдгрупиH в групiG досить вимагати виконання тiльки
одного з включень:

@g P G p gH Ă Hg q або @g P G p Hg Ă gH q.

Дiйсно, якщо gH Ă Hg для кожного g P G, то i g´1H Ă Hg´1 для g´1 P
G, звiдки, домноживши отримане включення на g злiва i справа, отримаємо
Hg Ă gH. Аналогiчно у другому випадку.

Домноживши рiвнiсть Hg “ gH на g´1 злiва отримаємо, що H є нормаль-
ною пiдгрупою групи G тодi i лише тодi, коли g´1Hg “ H для кожного g P G.
З останньої рiвностi випливає, що H Ÿ G тодi i лише тодi, коли разом з ко-
жним з своїм елеменом пiдгрупа H мiстить усi спряженi з ним елементи у
групi G:

H Ÿ G ô @h P H @g P G p g´1hg P H q.

Приклад 5.3. З’ясуємо, при яких k P Nzt1u пiдмножини kZ “ tka | a P Zu
є нормальними пiдгрупами групи pZ, ˚q, де m ˚ n “ p´1qnm` n.

Спершу зауважимо, що одиницею групи pZ, ˚q є число 0, а оберненим
до елемента a P Z є елемент a´1 “ p´1qa´1a.

Якщо s, t P kZ, то s “ ka i t “ kb для деяких a, b P Z. Тодi
s ˚ t “ pkaq ˚ pkbq “ p´1qkbka` kb “ kpp´1qkba` bq P kZ

i
s´1 “ pkaq´1 “ p´1qka´1ka “ kpp´1qka´1aq P kZ.

Тому для кожного k P N пiдмножини kZ є пiдгрупами групи pZ, ˚q.
Нехай n i a – довiльнi цiлi числа. Тодi
n´1 ˚ pkaq ˚ n “ pp´1qn´1nq ˚ pkaq ˚ n “ pp´1qkap´1qn´1n` kaq ˚ n “

“ p´1qnpp´1qka`n´1n` kaq ` n “ p´1qka´1n` p´1qnka` n “

“ pp´1qka´1 ` 1qn` kpp´1qnaq.
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Якщо k є парним числом, то ka´ 1 є непарним, а тому
n´1 ˚ pkaq ˚ n “ kpp´1qnaq P kZ

для кожних n, a P Z. Таким чином, у цьому випадку kZ є нормальною
пiдгрупою групи pZ, ˚q.

Якщо k ą 1 є непарним числом, то поклавши a “ 1, n “ k ´ 1,
отримаємо

n´1 ˚ pkaq ˚ n “ pp´1qk´1 ` 1qpk ´ 1q ` p´1qk´1k “ 3k ´ 2 R kZ.
Тому в цьому випадку kZ не є нормальними пiдгрупами групи pZ, ˚q.

Приклад 5.4. Нехай циклiчна пiдгрупа C групи G є нормальною пiдгру-
пою групи G. Покажемо, що кожна пiдгрупа H групи C є нормальною
пiдгрупою групи G. Дiйсно, нехай a – твiрний елемент групи C. Оскiль-
ки C Ÿ G, то g´1ag P C для кожного g P G, а тому g´1ag “ ak для
деякого k P Z. Пiдгрупа H є циклiчною за теоремою 3.3 i породжується
an для деякого n P Z. Тодi g´1panqtg “ pg´1agqnt “ aknt “ panqkt P H для
кожних g P G, t P Z, а тому H Ÿ G.

Твердження 5.1.

Якщо K i H – пiдгрупи групи G, причому H Ÿ G, то KH також є
пiдгрупою групи G.

Доведення. ОскiлькиH Ÿ G, то gH “ Hg для кожного g P G. Зокрема
gH “ Hg для кожного g P K, тобто KH “ HK. Тодi за твердженням 4.2
добуток KH “ HK є пiдгрупою групи G. �

Твердження 5.2.

Добуток скiнченної кiлькостi нормальних пiдгруп групи G є нормаль-
ною пiдгрупою групи G.

Доведення. Нехай H1, . . . , Hk – нормальнi пiдгрупи групи G. З попе-
реднього твердження випливає, що H1 ¨ . . . ¨ Hk є пiдгрупою групи G.
Оскiльки для кожного g P G:
gpH1H2¨. . .¨Hkq “ H1gH2¨. . .¨Hk “ . . . “ H1H2¨. . .¨gHk “ pH1H2¨. . .¨Hkqg,

то H1 ¨ . . . ¨Hk Ÿ G. �
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У кожнiй групi G тривiальнi пiдгрупи (одинична пiдгрупа teu i сама група
G) є нормальними пiдгрупами. Неодинична група G називається простою,
якщо вона не мiстить нетривiальних нормальних пiдгруп. Групу порядку 1
не вiдносять до простих груп.

Теорема 5.1.

Неодинична абелева група G є простою тодi i лише тодi, коли G є
циклiчною групою простого порядку p.

Доведення. Нехай G – абелева проста група. Тодi |G| ě 2. Якщо a –
неодиничний елемент групи G, то циклiчна пiдгрупа xay є нормальною,
а тому xay “ G. Група G не може бути нескiнченною, бо тодi вона б
мiстила нетривiальну нормальну пiдгрупу xa2y.

Нехай G “ xay – скiнченна циклiчна пiдгрупа порядку n i p – простий
дiльник n. Елемент ap має порядок |ap| “ n

pn,pq
“ n

p
, а тому циклiчна пiд-

група xapy є власною (‰ G) нормальною пiдгрупою групиG. Це можливо
лише у випадку xapy “ teu, тобто коли n “ p – просте число.

Навпаки, якщо |G| “ p, то за наслiдком 4.2 з теореми Лагранжа
група G є циклiчною, кожна неодинична пiдгрупа якої має порядок p, а
тому спiвпадає з G. Таким чином, G – проста група.

�

Iснують неабелевi простi групи. Наприклад, знакозмiнна група An є неа-
белевою простою групою для кожного n ą 4.

Нехай H – нормальна пiдгрупа групи G, тодi для кожного g P G лiвий
сумiжний клас gH спiвпадає з правим сумiжним класом Hg, а тому для спро-
щення називатимемо їх сумiжними класами.

Теорема 5.2.

Множина pG : Hq сумiжних класiв групи G за нормальною пiдгрупою
H з операцiєю множення пiдмножин у групi є групою.

Доведення. Нехай a, b P pG : Hq. Тодi

a ¨ b “ paHqpbHq “ apHbqH “ abHH “ abH “ ab P pG : Hq,

а отже, операцiя є заданою на множинi pG : Hq.
Для кожних a, b, c P pG : Hq маємо:

a ¨ pb ¨ cq “ a ¨ bc “ apbcq “ pabqc “ ab ¨ c “ pa ¨ bq ¨ c,

а тому операцiя множення сумiжних класiв є асоцiативною.
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Оскiльки для кожного a P pG : Hq мають мiсце рiвностi e ¨a “ ea “ a
i a´1 ¨ a “ a´1a “ e, то e є лiвою одиницею напiвгрупи pG : Hq i кожен
сумiжний клас a має лiвий обернений a´1 P pG : Hq.

Таким чином, pG : Hq – група.
�

Група всiх сумiжних класiв групи G за нормальною пiдгрупою H назива-
ється факторгрупою групи G за пiдгрупою H i позначається G{H.

З теореми Лагранжа випливає, що для скiнченної групи G i кожної її
нормальної пiдгрупи H має мiсце рiвнiсть |G| “ |H| ¨ |G{H|. Зокрема поря-
док скiнченної групи дiлиться на порядок кожної її факторгрупи. Порядок
факторгрупи G{H дорiвнює iндексу пiдгрупи H в групi G.

Твердження 5.3.

Кожна факторгрупа G{H циклiчної групи G є циклiчною.

Доведення. Нехай G “ xay – циклiчна група, породжена елементом
a, i g – довiльний елемент факторгрупи G{H. Оскiльки G – циклiчна
група, то g “ ak для деякого k P Z. Тодi

g “ gH “ akH “ akHk
“ paHqk “ ak.

Таким чином, G{H – циклiчна група, породжена елементом a.
�

Приклад 5.5. Побудуємо таблицю Келi факторгрупи групи pZ,`q за
пiдгрупою 4Z.

Оскiльки група pZ,`q є абелевою, то пiдгрупа 4Z є нормальною.
Сумiжнi класи мають вигляд k ` 4Z, де k P Z. Тодi

0 “ 4Z “ t. . . ,´12,´8,´4, 0, 4, 8, 12, . . .u,
1 “ 1` 4Z “ t. . . ,´11,´7,´3, 1, 5, 9, 13, . . .u,
2 “ 2` 4Z “ t. . . ,´10,´6,´2, 2, 6, 10, 14, . . .u,
3 “ 3` 4Z “ t. . . ,´9,´5,´1, 3, 7, 11, 15, . . .u.

Легко бачити, що Z “ 0Y1Y2Y3, а тому є 4 рiзних сумiжних класи
групи Z за пiдгрупою 4Z.

Використовуючи формулу m ¨ n “ mn i замiнюючи при потребi еле-
мент mn на найменше невiд’ємне число класу mn, отримаємо наступну
таблицю Келi факторгрупи Z{4Z:
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¨ 0 1 2 3

0 0 1 2 3

1 1 2 3 0

2 2 3 0 1

3 3 0 1 2

З таблицi Келi видно, що факторгрупа Z{4Z є циклiчною групою
порядку 4, породженою елементом 1.

Для кожного натурального числа k ě 2 факторгрупу Z{kZ групи pZ,`q
позначають через Zk. Група Zk “ t0, 1, . . . , k ´ 1u є циклiчною групою поряд-
ку k, породженою елементом 1.

Приклад 5.6. Побудуємо таблицю Келi факторгрупи групи pZ, ˚q за нор-
мальною пiдгрупою 4Z, де m ˚ n “ p´1qnm` n.

Сумiжнi класи мають вигляд:
k˚4Z “ tk˚p4aq | a P Zu “ tp´1q4ak`4a | a P Zu “ tk`4a | a P Zu “ k`4Z,
де k P Z. Таким чином, сумiжнi класи такi ж, як i в попередньому
прикладi.

Використовуючи формулу m ˚ n “ m ˚ n “ p´1qnm` n i замiнюючи
при потребi елемент m ˚ n на найменше невiд’ємне число класу m ˚ n,
отримаємо наступну таблицю Келi факторгрупи Z{4Z:

˚ 0 1 2 3

0 0 1 2 3

1 1 0 3 2

2 2 3 0 1

3 3 2 1 0

З таблицi Келi видно, що факторгрупа Z{4Z є абелевою групою по-
рядку 4. Дана група не є циклiчною. Всi неодиничнi елементи фактор-
групи Z{4Z мають порядок 2. Таким чином, будова Z{4Z така ж, як i
у групи Клейна V4.

Крiм того, зауважимо, що Z{4Z “ t0, 1u ˚ t0, 2u. Отже, група Z{4Z
є добутком двох своїх нормальних пiдгруп порядку 2, перетин яких
спiвпадає з одиничною пiдгрупою.
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Твердження 5.4.

Кожна пiдгрупа H iндекса 2 є нормальною пiдгрупою групи G.

Доведення. Оскiльки |G : H| “ 2, то лiвостороннє i правостороннє
розбиття групи G за пiдгрупою H мiстять по 2 елементи. Оберемо g R H,
тодi H Y gH “ G “ H Y Hg, звiдки випливає, що gH “ Hg, а тому
tH, gHu “ tH,Hgu, i H – нормальна пiдгрупа групи G.

�

Приклад 5.7. Покажемо, що кожна пiдгрупа неабелевої групи Q8 є нор-
мальною. Оскiльки |Q8| “ 8, то за теоремою Лагранжа порядок кожної
пiдгрупи групи Q8 належить множинi t1, 2, 4, 8u. Зрозумiло, що тривi-
альнi пiдгрупи порядкiв 1 i 8 є нормальними. Пiдгрупи порядку 4 мають
iндекс 2 у групi Q8, а тому за попереднiм твердженням є нормальними.
Елемент ´1 є єдиним елементом порядку 2 групи кватернiонiв, а тому
група Q8 мiстить єдину пiдгрупу t1,´1u порядку 2. Дана пiдгрупа є
нормальною, бо gt1,´1u “ tg,´gu “ t1,´1ug для кожного g P Q8.

Рекомендована лiтература : [1, с. 25–31], [10, с. 50–54], [11, с. 61–72], [16, с. 155–
161].

Вправи до лекцiї 5.
5.1. Знайти лiвi та правi сумiжнi класи групи S3 за пiдгрупоюH “ tp1q, p23qu.
З’ясувати, чи група H є нормальною пiдгрупою групи S3.

5.2. З’ясувати, чи пiдгрупа H “ xp123qy “ tp1q, p123q, p132qu є нормальною
пiдгрупою групи A4.

5.3. Навести приклад неабелевої групи G i нормальної пiдгрупи H Ÿ G, що
G{H i H – абелевi групи.

5.4. Показати, що пiдгрупа H “ tp1q, p12qp34q, p13qp24q, p14qp23qu є нормаль-
ною i абелевою пiдгрупою групи A4. Знайти нормальну пiдгрупу групиH, яка
не є нормальною пiдгрупою групи A4. Звiдси вивести, що бiнарне вiдношення
“бути нормальною” не є транзитивним.

5.5. Показати, що група SLpn,Rq є нормальною пiдгрупою групи GLpn,Rq.
Охарактеризувати сумiжнi класи групи GLpn,Rq за пiдгрупою SLpn,Rq.
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5.6. Показати, що дiедральна група D4 мiстить нормальну пiдгрупу H по-
рядку 2. Побудувати таблицю Келi факторгрупи G{H. З’ясувати, чи є G{H
циклiчною. Побудувати таку бiєкцiю ψ : G{H Ñ V4, що при замiнi в табли-
цi Келi для G{H усiх елементiв групи G{H їх образами в групi Клейна V4,
отримаємо таблицю Келi групи V4.

5.7. З’ясувати, для яких k P Z пiдмножини t0, 2k ` 1u є нормальними пiд-
групами групи pZ, ˚q, де m ˚ n “ p´1qnm` n.

5.8. Довести, що An Ÿ Sn.

5.9. Довести, що множина ShiftpRq всiх зсувiв вигляду rbpxq “ x ` b є
нормальною пiдгрупою групи Aff pRq всiх афiнних вiдображень f : R Ñ R,
fpxq “ ax` b, де a, b P R, a ‰ 0, з операцiєю композицiї вiдображень.

5.10. Чи є нормальною пiдгрупою групиGLpn,Rq пiдмножина дiагональних
(верхньотрикутних) матриць з ненульовими дiагональними елементами?

5.11. Описати факторгрупу групи pR,`q за пiдгрупою Z.

5.12. Довести, що для n ě 3 група Sn не мiстить нормальної пiдгрупи по-
рядку 2.

5.13. У факторгрупi Q{Z знайти порядок i найменший додатнiй представ-
ник сумiжного класу:

а) 20, 3; б) 2, 37; в) ´3, 25.

5.14. Показати, що кожна факторгрупа G{H абелевої групи G є абелевою.

5.15. Побудувати таблицю Келi факторгрупи групи pRzt0u, ¨q за пiдгрупою
p0,`8q.

5.16. Побудувати таблицю Келi групи 3Z за пiдгрупою 18Z.

5.17. Нехай G “ xay – циклiчна група порядку n. Чому дорiвнює порядок
факторгрупи G{xaky?

5.18. Скласти таблицi Келi всiх факторгруп циклiчної групи C8.

5.19. Описати факторгрупу групи pCzt0u, ¨q за пiдгрупою T “ tz P C :
|z| “ 1u.

5.20. Побудувати таблицю Келi факторгрупи групи pZ, ˚q, деm˚n “ p´1qnm`
n, за пiдгрупою 6Z. Порiвняти її будову з будовами груп S3 та D3.

5.21. Описати факторгрупу групи pQzt0u, ¨q за пiдгрупою H всiх рацiональ-
них чисел, якi можна подати у виглядi частки двох непарних чисел.

5.22. Довести, що Q{Z – перiодична група, яка мiстить єдину пiдгрупу по-
рядку n для кожного n P N. I кожна така пiдгрупа – циклiчна.
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5.23. Нехай K – пiдгрупа групи G, H Ÿ G. Довести, що H XK Ÿ K.

5.24. Нехай H – пiдгрупа групи G. Довести, що
č

gPG

g´1Hg Ÿ G.

5.25. Довести, що перетин довiльної непорожньої сiм’ї нормальних пiдгруп
групи G є нормальною пiдгрупою групи G.

5.26. Нехай H – нормальна пiдгрупа групи G i |G{H| “ n ă 8. Довести,
що gn P H для кожного g P G.

5.27. Нехай H Ÿ G. Довести, що з перiодичностi груп H i G{H випливає
перiодичнiсть групи G.

5.28. Довести, що якщо H – єдина пiдгрупа порядку n групи G, то H Ÿ G.
Вивести звiдси, що група G не є простою, якщо для деякого n P N вона
мiстить єдину нетривiальну пiдгрупу порядку n.

5.29. Нехай H – така пiдгрупа групи G, що добуток кожних двох правих
сумiжних класiв знову є правим сумiжним класом. Довести, що H Ÿ G.

5.30. Нехай G – група, pabqn “ anbn для деякого n P Nzt1u i кожних a, b P G.
Довести, що Hn “ tg

n | g P Gu є нормальною пiдгрупою групи G.

5.31. Нехай H – пiдгрупа групи G i для кожних a, b P G з Ha ‰ Hb випли-
ває, що aH ‰ bH. Довести, що H Ÿ G.

5.32. Довести, що пiдгрупа H групи G є нормальною тодi i лише тодi, коли
разом з добутком ab елементiв a i b групи G вона також мiстить добутки
квадратiв a2b2 цих елементiв.

Лекцiя 6. Морфiзми груп. Теорема Келi
Нехай pG, ˚q i pG1, ˝q – групи. Вiдображення ϕ : GÑ G1 називається гомо-

морфiзмом групи G в групу G1, якщо

ϕpa ˚ bq “ ϕpaq ˝ ϕpbq

для будь-яких a, b P G.
Ядром гомоморфiзму ϕ : G Ñ G1 називається множина всiх елементiв

групи G, якi вiдображаються в одиничний елемент e1 групи G1, i позначається
Kerϕ, тобто

Kerϕ “ tg P G | ϕpgq “ e1u.

Образ ϕpGq “ tϕpgq | g P Gu гомоморфiзму ϕ : G Ñ G1 позначають через
Imϕ.
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Приклад 6.1. Нехай e1 – одиниця групи G1. Вiдображення ϕ : G Ñ G1,
ϕpaq “ e1 для кожного a P G, є гомоморфiзмом. Даний гомоморфiзм
називатимемо тривiальним гомоморфiзмом групи G в групу G1. Оче-
видно, що Kerϕ “ G, Imϕ “ te1u.

Твердження 6.1.

Нехай ϕ : GÑ G1 – гомоморфiзм групи G в групу G1. Тодi:
1) одиниця e групи G вiдображається в одиницю e1 групи G1, тоб-

то ϕpeq “ e1;
2) обернений елемент a´1 до елемента a P G вiдображається в

обернений ϕpaq´1 до елемента ϕpaq P G1, тобто ϕpa´1q “ ϕpaq´1

для кожного a P G;
3) образ Imϕ гомоморфiзму ϕ є пiдгрупою групи G1;
4) ядро гомоморфiзму є нормальною пiдгрупою групи G, тобто

Kerϕ Ÿ G.

Доведення. 1) Згiдно з означенням гомоморфiзму
ϕpeq ˝ ϕpeq “ ϕpe ˚ eq “ ϕpeq “ ϕpeq ˝ e1.

Домноживши данi рiвностi злiва на ϕpeq´1, отримаємо ϕpeq “ e1.
2) Оскiльки e “ a´1 ˚ a, то

e1 “ ϕpeq “ ϕpa´1 ˚ aq “ ϕpa´1q ˝ ϕpaq,

тобто ϕpa´1q “ ϕpaq´1.
3) Якщо a1, b1 P Imϕ, то iснують такi елементи a, b P G, що ϕpaq “ a1,

ϕpbq “ b1. Оскiльки G – група, то a ˚ b, a´1 P G. Тодi
a1 ˝ b1 “ ϕpaq ˝ ϕpbq “ ϕpa ˚ bq P Imϕ,

i
a1´1 “ ϕpaq´1 “ ϕpa´1q P Imϕ,

тобто Imϕ – пiдгрупа групи G1.
4) Нехай a, b P Kerϕ, тобто ϕpaq “ ϕpbq “ e1. Тодi

ϕpa ˚ bq “ ϕpaq ˝ ϕpbq “ e1 ˝ e1 “ e1, звiдки a ˚ b P Kerϕ.

Оскiльки
ϕpa´1q “ ϕpaq´1 “ e1´1 “ e1, то a´1 P Kerϕ.

Отже, Kerϕ – пiдгрупа групи G.
Для кожних g P G, a P Kerϕ маємо:

ϕpg´1 ˚ a ˚ gq “ ϕpgq´1 ˝ ϕpaq ˝ ϕpgq “ ϕpgq´1 ˝ e1 ˝ ϕpgq “ ϕpg´1 ˚ gq “ e1.
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Таким чином, g´1˚a˚g P Kerϕ, а тому Kerϕ – нормальна пiдгрупа
групи G.

�

Приклад 6.2. Знайдемо всi гомоморфiзми, якi дiють з циклiчної гру-
пи xay “ te, a, . . . , a5u порядку 6 у циклiчну групу xby “ te1, b, . . . , b8u
порядку 9.

Нехай ϕ : xay Ñ xby – гомоморфiзм i ϕpaq “ bm, де m P t0, 1, . . . , 8u.
Тодi

ϕpakq “ ϕpa ¨ . . . ¨ aq “ ϕpaq ¨ . . . ¨ ϕpaq “ pϕpaqqk “ pbmqk “ bmk

для кожного k P Z.
Зокрема при k “ 6 маємо:

b6m “ ϕpa6q “ ϕpeq “ e1.

Оскiльки |b| “ 9, то 6m дiлиться на 9, звiдки 2m дiлиться на 3. З
p2, 3q “ 1 випливає, що m дiлиться на 3, а тому m P t0, 3, 6u.

Таким чином, маємо 3 гомоморфiзми:
ϕ1 : ak ÞÑ b0k “ e1, ϕ2 : ak ÞÑ b3k, ϕ3 : ak ÞÑ b6k.

Враховуючи, що b9`i “ bi, задамо їх у виглядi наступної таблицi:

x ϕ1pxq ϕ2pxq ϕ3pxq

e e1 e1 e1

a e1 b3 b6

a2 e1 b6 b3

a3 e1 e1 e1

a4 e1 b3 b6

a5 e1 b6 b3

З таблицi знаходимо:
Kerϕ1 “ xay, Kerϕ2 “ Kerϕ3 “ te, a

3
u,

Imϕ1 “ te
1
u, Imϕ2 “ Imϕ3 “ te

1, b3, b6u.

Якщо ϕ : G Ñ G1 – гомоморфiзм, то пiдгрупу Imϕ “ ϕpGq групи G1

називають зображенням групи G в групi G1. Зображенням групи G в групi
G1 називають також i гомоморфiзм ϕ : GÑ G1. Зображення називається то-
чним, якщо ϕ : GÑ G1 – iн’єкцiя. Гомоморфiзм ϕ : GÑ GLpn, F q називається
лiнiйним зображенням групи G в групi GLpn, F q.
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Твердження 6.2.

Якщо ϕ : G Ñ G1 – гомоморфiзм групи G в групу G1, a – елемент
скiнченного порядку групи G, то |ϕpaq| є дiльником |a|.

Доведення. Нехай |a| “ n, |ϕpaq| “ m. За означенням гомоморфiзму
ϕpaqn “ ϕpanq “ ϕpeq “ e1. Тодi m є дiльником n за теоремою 3.2.

�

Гомоморфiзм ϕ : G Ñ G1 називається мономорфiзмом, якщо Kerϕ “ teu.
З означення ядра випливає, що гомоморфiзм ϕ є мономорфiзмом тодi i лише
тодi, коли ϕ є iн’єкцiєю.

Якщо Imϕ “ G1, то гомоморфiзм ϕ : G Ñ G1 називається епiморфiзмом.
Зрозумiло, що в цьому випадку ϕ – сюр’єкцiя.

Гомоморфiзм ϕ : G Ñ G1, який є одночасно мономорфiзмом i епiмор-
фiзмом, називається iзоморфiзмом, а групи G i G1 – iзоморфними. У цьому
випадку пишемо G – G1. Гомоморфiзм ϕ : GÑ G1 є iзоморфiзмом тодi i лише
тодi, коли вiдображення ϕ є бiєкцiєю. Iзоморфнi групи мають однакову бу-
дову, а тому в теорiї груп вони не розрiзняються. Одним з основних завдань
теорiї груп є класифiкацiя груп з точнiстю до iзоморфiзму.

Якщо ϕ : G Ñ G1 – мономорфiзм, то група G – iзоморфна пiдгрупi Imϕ
групи G1. Тому мономорфiзм ϕ : GÑ G1 називають також вкладенням групи
G в групу G1.

Приклад 6.3. Розглянемо групи pR,`q i pR`, ¨q, де R` “ tx P R | x ą 0u.
Вiдображення ψ : RÑ R`, ϕpxq “ 2x, є гомоморфiзмом. Дiйсно,

ψpx` yq “ 2x`y “ 2x2y “ ψpxqψpyq

для кожних x, y P R.
Крiм того, для кожного y P R` дiйсне число x “ log2 y вiдображає-

ться в y:
ψpxq “ ψplog2 yq “ 2log2 y “ y.

Отже, ψ – епiморфiзм. Якщо ψpxq “ ψpyq, то 2x “ 2y, звiдки x “ y.
Тому ψ – мономорфiзм.

Таким чином, вiдображення ψ : R Ñ R` є iзоморфiзмом, а групи
pR,`q i pR`, ¨q – iзоморфнi.

Гомоморфiзм ϕ : G Ñ G називається ендоморфiзмом групи G. Множину
всiх ендоморфiзмiв групи G позначають через EndpGq.

Бiєктивний ендоморфiзм ϕ : G Ñ G називається автоморфiзмом групи
G. Через AutpGq позначають множину всiх автоморфiзмiв групи G.
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Приклад 6.4. Покажемо, що для кожного a P G вiдображення
ψa : GÑ G, ψapxq “ a´1xa

є автоморфiзмом. Дiйсно,
ψapxyq “ a´1xya “ a´1xaa´1ya “ ψapxqψapyq

для кожних x, y P G.
Якщо ψapxq “ ψapyq, то a´1xa “ a´1ya, звiдки x “ y, i ψa – iн’єкцiя.

Для кожного y P G елемент x “ aya´1 вiдображається в y, а тому ψa –
сюр’єкцiя.

Таким чином, вiдображення ψa – автоморфiзм групи G.

Автоморфiзм ψa : GÑ G, ψapxq “ a´1xa, називається внутрiшнiм авто-
морфiзмом групи G, породженим елементом a P G. Множину всiх внутрiшнiх
автоморфiзмiв групи G позначають через InnpGq.

Твердження 6.3.

Кожна нескiнченна циклiчна група є iзоморфною групi pZ,`q.

Доведення. Нехай G “ xay – нескiнченна циклiчна група, породжена
елементом a. Розглянемо вiдображення

ψ : ZÑ G, ψpnq “ an.

Для кожних m, k P Z маємо:
ψpm` kq “ am`k “ amak “ ψpmqψpkq.

Тому ψ – гомоморфiзм.
Оскiльки кожен елемент g P G є степенем елемента a, то g “ an

для деякого n P Z. Звiдки ψpnq “ an “ g, а тому ψ є епiморфiзмом.
З означення нескiнченної циклiчної групи випливає, що ak ‰ am при
k ‰ m, а тому ψ – мономорфiзм.

�

Твердження 6.4.

Кожна скiнченна циклiчна група порядку n є iзоморфною групi

Cn “ tz P C | zn “ 1u

комплексних коренiв n-го степеня з 1.

Доведення. Нехай G “ xay “ te, a, . . . , an´1u – скiнченна циклiчна гру-
па порядку n, породжена елементом a. Нагадаємо, що комплекснi коренi
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n-го степеня з 1 мають вигляд:

ξk “ cos
2πk

n
` i sin

2πk

n
, де k P t0, 1, . . . , n´ 1u.

Зауважимо, що ξn`i “ ξi i an`i “ ai для кожного i P Z. Розглянемо
вiдображення

ψ : Cn Ñ G, ψpξkq “ ak.

Для кожних ξm, ξk P Cn маємо:
ψpξmξkq “ ψpξm`kq “ am`k “ amak “ ψpξmqψpξkq.

Тому ψ – гомоморфiзм.
Нехай ψpξmq “ ψpξkq, де m, k P t0, 1, . . . , n ´ 1u. Тодi am “ ak. Звiдси

випливає, що
am´k “ ak´m “ e i |m´ k| ă n.

Оскiльки a – елемент порядку n, то m ´ k “ 0, а отже, ξm “ ξk.
Очевидно, що вiдображення ψ є епiморфiзмом, а тому ψ – iзоморфiзм
груп Cn i G.

�

Нехай G – група, H – її нормальна пiдгрупа. Розглянемо вiдображення

π : GÑ G{H, πpgq “ g.

Оскiльки

πpabq “ ab “ a ¨ b “ πpaqπpbq

для кожних a, b P G, то вiдображення π є гомоморфiзмом.
Гомоморфiзм π : G Ñ G{H називається природнiм гомоморфiзмом групи

G на факторгрупу G{H. Очевидно, що Kerπ “ H.

Теорема 6.1 (Основна теорема про гомоморфiзми для груп).

Якщо ϕ : G Ñ G1 – гомоморфiзм групи G в групу G1, то факторгрупа
групи G за ядром Kerϕ iзоморфна образу Imϕ, тобто G{Kerϕ – Imϕ.
Зокрема, якщо ϕ : GÑ G1 – епiморфiзм, то G{Kerϕ – G1.

Доведення. Оскiльки за твердженням 6.1(4) ядро H “ Kerϕ є нор-
мальною пiдгрупою групи G, то факторгрупа G{H iснує. Поставимо у
вiдповiднiсть елементу g “ gH, де g P G, факторгрупи G{H елемент
ϕpgq пiдгрупи Imϕ “ ϕpGq групи G1, тобто визначимо вiдповiднiсть

ψ : G{H Ñ Imϕ Ă G1, ψpgq “ ϕpgq.

Оскiльки g “ πpgq, де π : G Ñ G{H – природнiй гомоморфiзм, то
для кожного g P G маємо ψpπpgqq “ ϕpgq, тобто ψ ˝ π “ ϕ.

Зобразимо визначену вiдповiднiсть дiаграмами:
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G
ϕ //

π

&&

G1 g � ϕ //
�

π

��

ϕpgq

G{H

ψ

==

g
:
ψ

<<

Якщо a P g, то a “ gh для деякого h P H, а тому
ϕpaq “ ϕpghq “ ϕpgqϕphq “ ϕpgqe1 “ ϕpgq.

Таким чином, вiдповiднiсть ψ не залежить вiд вибору представника
сумiжного класу i кожному елементу g P G{H ставиться у вiдповiднiсть
єдиний елемент ϕpgq P Imϕ, тобто ψ є вiдображенням групиG{H в групу
Imϕ.

Оскiльки
ψpa ¨ bq “ ψpabq “ ϕpabq “ ϕpaqϕpbq “ ψpaqψpbq,

то ψ – гомоморфiзм.
Якщо ϕpaq – довiльний елемент образу Imϕ, то ϕpaq “ ψpaq, тобто ψ

– сюр’єкцiя.
Якщо ψpaq “ ψpbq, то ϕpaq “ ϕpbq. Тодi ϕpa´1bq “ e1, а тому a´1b P

Kerϕ “ H, звiдки a “ b. Таким чином, ψ – iн’єкцiя, а отже, ψ – iзомор-
фiзм груп G{H i Imϕ.

�

Приклад 6.5. Покажемо, що факторгрупа групи pRzt0u, ¨q за пiдгрупою
H “ t´1, 1u є iзоморфною групi pR`, ¨q. Розглянемо вiдображення

ϕ : Rzt0u Ñ R`, ϕpxq “ |x|.

Оскiльки
ϕpxyq “ |xy| “ |x| ¨ |y| “ ϕpxqϕpyq i Imϕ “ R`,

то вiдображення ϕ є епiморфiзмом з ядром

Kerϕ “ tx P R | ϕpxq “ 1u “ tx P R | |x| “ 1u “ t´1, 1u.

За теоремою 6.1 факторгрупа групи pRzt0u, ¨q за пiдгрупою Kerϕ “
t´1, 1u “ H є iзоморфною групi Imϕ “ R`.

Приклад 6.6. Покажемо, що не iснує епiморфiзму ϕ : S3 Ñ C3. Дiйсно,
якби такий епiморфiзм iснував, то S3{Kerϕ – C3. За теоремою Лагран-
жа |Kerϕ| “ |S3|

|C3|
“ 6

3
“ 2. Отже, Kerϕ – нормальна пiдгрупа порядку 2

групи S3. Однак група S3 не мiстить нормальних пiдгруп порядку 2.
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Нехай pG, ˚q – група. Для кожного a P G вiдображення

la : GÑ G, lapgq “ a ˚ g

називатимемо лiвим зсувом на елемент a.

Теорема 6.2 (Теорема Келi).

Кожна група G iзоморфна деякiй пiдгрупi симетричної групи SG.

Доведення. Спершу покажемо, що для кожного a P G вiдображення
la є пiдстановкою на множинi G, тобто – бiєктивним вiдображенням.
Якщо lapg1q “ lapg2q, то a ˚ g1 “ a ˚ g2, звiдки, домноживши на a´1 злiва,
отримаємо g1 “ g2. Отже, la : G Ñ G – iн’єкцiя. Для кожного g P G
елемент h “ a´1 ˚ g P G вiдображається в g:

laphq “ lapa
´1
˚ gq “ a ˚ a´1 ˚ g “ g,

а тому la : GÑ G – сюр’єкцiя. Таким чином, la : GÑ G є пiдстановкою,
тобто la P SG.

Визначимо вiдображення
ψ : GÑ SG, ψpaq “ la.

Покажемо, що la ˝ lb “ la˚b для кожних a, b P G. Дiйсно, для кожного
g P G маємо:

la ˝ lbpgq “ laplbpgqq “ lapb ˚ gq “ a ˚ pb ˚ gq “ pa ˚ bq ˚ g “ la˚bpgq.

Оскiльки
ψpa ˚ bq “ la˚b “ la ˝ lb “ ψpaq ˝ ψpbq,

то ψ – гомоморфiзм.
Якщо a ‰ b, то lapeq “ a ‰ b “ lbpeq. Отже, la ‰ lb, а тому ψ –

мономорфiзм.
Таким чином, група G є iзоморфною пiдгрупi

Imψ “ ψpGq “ t la | a P G u

групи SG.
�

Приклад 6.7. Побудуємо вкладення групи Клейна
V4 “ xa, b | a

2
“ b2 “ e, ab “ bay

в групу S4. Покладемо c “ ab. Користуючись доведенням теореми Келi,
отримаємо:
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ψpeq “ le “

˜

e a b c

ee ea eb ec

¸

“

˜

e a b c

e a b c

¸

“ peq,

ψpaq “ la “

˜

e a b c

ae aa ab ac

¸

“

˜

e a b c

a e c b

¸

“ peaqpbcq,

ψpbq “ lb “

˜

e a b c

be ba bb bc

¸

“

˜

e a b c

b c e a

¸

“ pebqpacq,

ψpcq “ lc “

˜

e a b c

ce ca cb cc

¸

“

˜

e a b c

c b a e

¸

“ pecqpabq.

Занумерувавши елементи e, a, b, c числами 1, 2, 3, 4 вiдповiдно, отри-
маємо, що група V4 iзоморфна пiдгрупi

H “ tp1q, p12qp34q, p13qp24q, p14qp23qu

групи S4.

Рекомендована лiтература : [11, с. 85–107], [14, с. 36–41], [15, с. 97–100], [16,
с. 141-146, 165–174].

Вправи до лекцiї 6.
6.1. З’ясувати, чи є гомоморфiзмом групи pZ,`q у себе вiдображення:

а) ϕpnq “ 4n; б) ϕpnq “ 3n` 2; в) ϕpnq “ n2.

6.2. Показати, що вiдображення, задане формулою ψpxq “ 5 lnx, є iзомор-
фiзмом групи pR`, ¨q в групу pR,`q.

6.3. Довести, що вiдображення

f : Rˆ RÑ R, fpx, yq “ x` y,

є гомоморфiзмом. Зобразити його ядро та прообрази геометрично.

6.4. Показати, що вiдображення

ϕ : RÑ Czt0u, ϕpθq “ cos θ ` i sin θ,

є гомоморфiзмом груп pR,`q та pCzt0u, ¨q. Довести, що його ядро iзоморфне
pZ,`q.

6.5. Побудувати всi гомоморфiзми з циклiчної групи C12 в циклiчну групу
C15.
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6.6. Довести, що групи 4Z{12Z i 3Z{9Z – iзоморфнi.

6.7. Побудувати точне лiнiйне зображення групи C4 в групi GLp2,Cq.

6.8. Показати, що вiдображення ϕpxq “ x2 ` 1 є гомоморфiзмом групи
pQzt0u, ¨q в групу Qzt1u з бiнарною операцiєю a ˚ b “ ab´ a´ b` 2.

6.9. Показати, що вiдображення ϕpxq “ 3x ´ 2 є iзоморфiзмом групи pR,`q
в групу p´2,`8q з бiнарною операцiєю ˚, де a ˚ b “ ab` 2pa` b` 1q.

6.10. Довести, що для кожного α P R група pα,`8q з операцiєю x ˚ y “
px´ αqpy ´ αq ` α iзоморфна групi pR,`q.

6.11. Довести, що гомоморфiзм ψ : GÑ G1 є iзоморфiзмом тодi i лише тодi,
коли iснує таке вiдображення φ : G1 Ñ G, що ψ ˝ φ “ IdG1 i φ ˝ ψ “ IdG.

6.12. Нехай ψ : GÑ G1 – iзоморфiзм, a, b P G. Довести:
‚ |a| “ |ψpaq|;
‚ ab “ ba тодi i лише тодi, коли ψpaqψpbq “ ψpbqψpaq.

6.13. Показати, що двi скiнченнi групи G i G1 є iзоморфними тодi i лише
тодi, коли iснує така бiєкцiя ψ : G Ñ G1, що при замiнi в таблицi Келi групи
G всiх елементiв їх образами в групi G1, отримаємо таблицю Келi групи G1.

6.14. Довести, що група S3 є iзоморфною групi pt0, 1, 2, 3, 4, 5u, ˚q, де a ˚ b –
остача вiд дiлення a` p´1qab на 6.

6.15. Довести, що для кожного n P N факторгрупа Z{2nZ групи pZ, ˚q, де
a ˚ b “ p´1qba` b, за пiдгрупою 2nZ є iзоморфною дiедральнiй групi Dn.

6.16. Нехай G “ pCzt0u, ¨q. Довести, що вiдображення ϕ є ендоморфiзмом.
Знайти його образ i ядро. Використовуючи доведення основної теореми про
гомоморфiзми, побудувати iзоморфiзм ψ : G{KerϕÑ Imϕ, якщо:

а) ϕpzq “ |z|; б) ϕpzq “ z
|z|
; в) ϕpzq “ z

z
.

6.17. Використовуючи основну теорему про гомоморфiзми, показати, що
факторгрупа Sn{An iзоморфна пiдгрупi t´1, 1u групи pRzt0u, ¨q.

6.18. Довести, що GLpn,Rq{SLpn,Rq – pRzt0u, ¨q.

6.19. Довести, що факторгрупа групи pQ`, ¨q за пiдгрупою H всiх додатнiх
рацiональних чисел, якi можна подати у виглядi частки двох непарних чисел,
є iзоморфною групi pZ,`q.

6.20. Показати, що вiдображення

ϕ : RÑ T “ tz P C : |z| “ 1u, ϕpxq “ e2πxi “ cosp2πxq ` i sinp2πxq

є епiморфiзмом. Вивести звiдси, що R{Z – T.
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6.21. Показати, що група pQ`, ¨q не є iзоморфною групi pQ,`q.

6.22. Довести, що множина EndpGq з операцiєю композицiї є моноїдом, але
не є групою.

6.23. Довести, що множина AutpGq є пiдгрупою симетричної групи SG.

6.24. Довести, що InnpGq Ÿ AutpGq.

6.25. Показати, що вiдображення ψ : Czt0u Ñ Czt0u, ψpa ` ibq “ a ´ ib, є
автоморфiзмом групи pCzt0u, ¨q.

6.26. Довести, що вiдображення ψ : G Ñ G, ψpgq “ g´1, є автоморфiзмом
абелевої групи G.

6.27. Нехай G – абелева група порядку n, pn,mq “ 1, m P N. Довести, що
вiдображення ϕ : g ÞÑ gm є автоморфiзмом групи G.

6.28. Знайти моноїд ендоморфiзмiв та групу автоморфiзмiв циклiчної групи
порядку n.

6.29. За яких умов на групу G вiдображення ϕ : G Ñ G, ϕ : g ÞÑ g2, є
гомоморфiзмом?

6.30. Побудувати вкладення групи Q8 в групу S8.

6.31. З’ясувати, на якi з груп C2, C4 i V4 iснують епiморфiзми з групи Q8.

6.32. З’ясувати, чи iснує епiморфiзм ϕ : A4 Ñ V4.

6.33. Довести, що не iснує нетривiальних гомоморфiзмiв ϕ : QÑ Z.

6.34. Нехай ϕ : GÑ G1 – гомоморфiзм групи G в групу G1, H Ÿ G. Довести,
що ϕpHq Ÿ Imϕ.

6.35. Нехай ϕ : G Ñ G1 – гомоморфiзм, H 1 – пiдгрупа групи G1. Довести,
що H “ ϕ´1pH 1q є пiдгрупою групи G, i якщо H 1 Ÿ G1, то H Ÿ G. Вивести
звiдси, що Kerϕ Ÿ G.

6.36. Нехай H Ÿ G. Довести, що для кожної пiдгрупи K групи G вiдобра-
ження

ϕ : KH{H Ñ K{pH XKq, ϕ : aH ÞÑ apK XHq

є iзоморфiзмом.
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Лекцiя 7. Дiя групи на множинi. Центр гру-
пи

Нехай X – множина, G – група. У цiй лекцiї розглядатимемо вiдображен-
ня, якi кожнiй парi елементiв g P G i x P X ставлять у вiдповiднiсть елемент
y P X. Iншими словами, мова буде йти про вiдображення ˝ : GˆX Ñ X. Для
спрощення запису образ ˝pg, xq P X пари pg, xq P GˆX позначатимемо через
g ˝ x. Якщо з контексту зрозумiло про яку операцiю ˝ йде мова, то замiсть
g ˝ x писатимемо gx.

Дiєю групи pG, ˚q на множинi X називається вiдображення ˝ : GˆX Ñ X,
для якого виконано наступнi умови:

1) e ˝ x “ x для кожного x P X;
2) pg ˚ hq ˝ x “ g ˝ ph ˝ xq для кожних g, h P G, x P X.
Розглянемо бiнарне вiдношення

ρ Ă X ˆX, px, yq P ρ ô Dg P G py “ g ˝ xq.

Дане вiдношення є вiдношенням еквiвалентностi. Дiйсно:
1) Рефлексивнiсть. Для кожного x P X виконано x “ e˝x, а тому px, xq P

ρ.
2) Симетричнiсть. Нехай px, yq P ρ. Тодi y “ g ˝ x для деякого g P G.

Тодi g´1 ˝ y “ g´1 ˝ pg ˝ xq “ pg´1 ˚ gq ˝ x “ e ˝ x “ x, а тому py, xq P ρ.
3) Транзитивнiсть. Нехай px, yq, py, zq P ρ. Тодi y “ h ˝ x i z “ g ˝ y для

деяких h, g P G. Звiдси z “ g ˝ ph ˝ xq “ pg ˚ hq ˝ x, а тому px, zq P ρ.
Отже, вiдношення ρ задає деяке розбиття множини X.
Клас еквiвалентностi G ˝ x “ tg ˝ x | g P Gu елемента x P X називається

орбiтою, породженою елементом x. Таким чином, пiд дiєю групи G множи-
на X розбивається на попарно неперетиннi орбiти. Потужнiсть орбiти G ˝ x
називатимемо також довжиною орбiти елемента x.

Дiя групи G на множинiX називаєтьсятранзитивною, якщо всi елементи
множини X належать однiй орбiтi при цiй дiї. В цьому випадку множину X
називають однорiдним G-простором. Дiя групи G на множинi X називається
вiльною, якщо g ˝ x ‰ h ˝ x для будь-яких рiзних g, h P G i довiльного x P X.

Якщо група G дiє на множинi X, то стабiлiзатором елемента x P X
називається множина Stpxq всiх елементiв групи G, якi не змiнюють x, тобто

Stpxq “ tg P G | g ˝ x “ xu.

Твердження 7.1.

Стабiлiзатор Stpxq кожного елемента x P X є пiдгрупою групи G.

Доведення. Нехай g, h P Stpxq. Тодi g ˝ x “ x i h ˝ x “ x, звiдки
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pg ˚ hq ˝ x “ g ˝ ph ˝ xq “ g ˝ x “ x

i
g´1 ˝ x “ g´1 ˝ pg ˝ xq “ pg´1 ˚ gq ˝ x “ e ˝ x “ x.

Таким чином, g ˚ h, g´1 P Stpxq, а тому Stpxq – пiдгрупа групи G.
�

Зрозумiло, що дiя групи G на множинi X є вiльною тодi i лише тодi, коли
стабiлiзатор кожного елемента x P X є одиничною пiдгрупою групи G.

Зауважимо, що у загальному випадку Stpxq не є нормальною пiдгрупою
групи G.

Приклад 7.1. Нехай X “ t´2,´
?

2, 0,
?

2, 2u, Z – група цiлих чисел з
операцiєю додавання. Розглянемо вiдображення

˝ : ZˆX Ñ X, n ˝ x “ p´1qnx.

Оскiльки 0 ˝ x “ p´1q0x “ x i
n ˝ pm ˝ xq “ n ˝ pp´1qmxq “ p´1qnp´1qmx “ p´1qn`mx “ pn`mq ˝ x

для кожних n,m P Z, x P X, то ˝ : ZˆX Ñ X – дiя групи Z на множинi
X.

Орбiтою елемента x P X є множина
Z ˝ x “ tp´1qnx | n P Zu “ t´x, xu.

Таким чином, пiд дiєю групи Z множинаX розiб’ється на три орбiти:

t´2, 2u, t´
?

2,
?

2u i t0u.
Стабiлiзатором елемента x P X є пiдгрупа

Stpxq “ tn P Z | n ˝ x “ xu “ tn P Z | p´1qnx “ xu Ă Z.
Таким чином, Stp0q “ Z i Stpxq “ 2Z для кожного x P Xzt0u. Роз-

глянута дiя не є нi транзитивною, нi вiльною.

Приклад 7.2. Якщо X – довiльна множина i G – пiдгрупа симетричної
групи SX , то G дiє на множинi X за правилом ˝ : ps, xq ÞÑ spxq для
кожних s P G, x P X. Визначену дiю називатимемо природньою. Нехай
G “ SX . Тодi для кожного x P X транспозицiя paxq P SX переводить
a P X в x, звiдки G ˝ a “ X. Таким чином, дiя групи SX на множинi X
є транзитивною, а множина X є однорiдним SX-простором.
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Приклад 7.3. Нехай X – множина точок площини, G – група всiх векто-
рiв площини з операцiєю додавання векторiв. Дiю вектора на точку ви-
значимо як паралельне перенесення точки на вiдповiдний вектор. Будь-
яку зафiксовану точку x P X всi вектори площини перенесуть у кожну
точку площини. Таким чином, орбiта кожної точки спiвпадає з множи-
ною всiх точок площини, тобто дiя групи векторiв на множинi точок
площини є транзитивною, а множина X є однорiдним G-простором.

Твердження 7.2.

Нехай ˝ : GˆX Ñ X – дiя групи G на множинi X. Тодi для кожного
елемента x P X довжина орбiти G ˝ x дорiвнює iндексу стабiлiзатора
елемента x в групi G, тобто |G ˝ x| “ |G : Stpxq|.

Доведення. Визначимо вiдповiднiсть
ψ : G ˝ xÑ pG : Stpxqq, ψpg ˝ xq “ gStpxq,

де pG : Stpxqq – множина лiвих сумiжних класiв групи G за пiдгрупою
Stpxq.

Якщо g˝x “ h˝x, то ph´1gq˝x “ x, тобто h´1g P Stpxq. Звiдси випли-
ває, що g P hStpxq, а тому gStpxq “ hStpxq. Таким чином, ψ – (однозна-
чне) вiдображення. Очевидно, що дане вiдображення є сюр’єктивним.
Покажемо, що воно є iн’єктивним. Нехай ψpg ˝ xq “ ψph ˝ xq, тобто
gStpxq “ hStpxq. Тодi h´1g P Stpxq. Звiдси випливає, що ph´1gq ˝ x “ x,
а тому g ˝ x “ h ˝ x.

�

З попереднього твердження i теореми Лагранжа випливає наступний

Наслiдок 7.1.

Якщо група G – скiнченна, то |G| “ |G ˝x| ¨ |Stpxq| для кожного x P X.
Зокрема довжина кожної орбiти є дiльником порядку скiнченної групи.

ЯкщоX – скiнченна множина iX “ G˝x1\. . .\G˝xk – розбиття множини
X на k орбiт вiдносно дiї ˝ : GˆX Ñ X, то

|X| “
k
ÿ

i“1

|G ˝ xi| “
k
ÿ

i“1

|G : Stpxiq|.

Розглянемо деякi важливi дiї групи на множинi.
1) Нехай G – група i PpGq – множина всiх її пiдмножин. Розглянемо вiд-

ображення
˝ : Gˆ PpGq Ñ PpGq, g ˝ A “ gAg´1.
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Оскiльки

e ˝ A “ eAe´1 “ A

i

pghq ˝ A “ pghqApghq´1 “ gphAh´1qg´1 “ gph ˝ Aqg´1 “ g ˝ ph ˝ Aq,

то ˝ : Gˆ PpGq Ñ PpGq – дiя групи G на множинi PpGq.
ОрбiтаG˝A “ tgAg´1 | g P Gu є сiм’єю всiх пiдмножин групиG, спряжених

з множиною A. Найцiкавiшим є випадок, коли множина є пiдгрупою H групи
G, а орбiта – множиною всiх спряжених з H пiдгруп.

Стабiлiзатор пiдмножини A також позначається через

NpAq “ tg P G | gAg´1 “ Au

i називається нормалiзатором пiдмножини A в групi G. Зауважимо, що якщо
H – пiдгрупа групи G, то H – пiдгрупа групи NpHq. Зрозумiло, що пiдгрупа
H є нормальною пiдгрупою групи G тодi i лише тодi, коли NpHq “ G.

З наслiдку 7.1 випливає, що у випадку скiнченної групи G кiлькiсть рi-
зних пiдмножин, спряжених з множиною A, дорiвнює |G : NpAq|. Зокрема
кiлькiсть рiзних пiдмножин, спряжених з множиною A, є дiльником порядку
групи G.

2) Нехай група G дiє на множинi X “ G спряженням елементiв:

˝ : GˆGÑ G, g ˝ a “ gag´1.

Орбiта G ˝ a “ tgag´1 | g P Gu є класом Kpaq всiх елементiв групи G,
спряжених з елементом a.

Стабiлiзатор елемента a також позначається через

Cpaq “ tg P G | ga “ agu

i називається централiзатором елемента a в групi G.

Приклад 7.4. Знайдемо клас спряжених елементiв i централiзатор еле-
мента p12q симетричної групи S3.

p1qp12qp1q´1 “ p12q, p12qp12qp12q´1 “ p12q,

p13qp12qp13q´1 “ p123qp13q “ p23q, p23qp12qp23q´1 “ p132qp23q “ p13q,

p123qp12qp123q´1 “ p13qp132q “ p23q, p132qp12qp132q´1 “ p23qp123q “ p13q.

Отже, Kp12q “ tp12q, p13q, p23qu.
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p1qp12q “ p12q “ p12qp1q, p12qp12q “ p1q,

p12qp13q “ p132q ‰ p123q “ p13qp12q,

p12qp23q “ p123q ‰ p132q “ p23qp12q,

p12qp123q “ p23q ‰ p13q “ p123qp12q,

p12qp132q “ p13q ‰ p23q “ p132qp12q.

Таким чином, Cp12q “ tp1q, p12qu.

З наслiдку 7.1 випливає, що у випадку скiнченної групи G кiлькiсть рi-
зних елементiв, спряжених з елементом a P G, дорiвнює |G : Cpaq|. Зокрема
кiлькiсть рiзних елементiв, спряжених з a, є дiльником порядку групи G.

Приклад 7.5. Нехай G – група порядку 36, a P G i |a| “ 6. З’ясуємо, чи
може кiлькiсть елементiв, спряжених iз a в групi G, дорiвнювати 12.

Оскiльки циклiчна пiдгрупа xay є абелевою, то централiзатор Cpaq
елемента a мiстить не менше 6 “ |xay| елементiв. Тодi для кiлькостi k
рiзних елементiв, спряжених з a, маємо:

k “ |G : Cpaq| “
|G|

|Cpaq|
ď

36

6
“ 6.

Таким чином, k ‰ 12.

Зауважимо, що Cpaq – пiдгрупа групи G за твердженням 7.1.
Централiзатором пiдмножини A групи G називається пiдгрупа

CpAq “
č

aPA

Cpaq “ tg P G | @a P A ga “ agu.

Централiзатор групи G називається центром групи G i позначається
через ZpGq. Таким чином,

ZpGq “ tg P G | @a P G ga “ agu.

Оскiльки gZpGq “ ZpGqg для кожного g P G, то центр групи G є нормаль-
ною пiдгрупою групи G. Зрозумiло, що група G є абелевою тодi i лише тодi,
коли ZpGq “ G.

Приклад 7.6. Нехай група G мiстить єдиний елемент a порядку 2. По-
кажемо, що a P ZpGq.

Дiйсно, оскiльки спряженi елементи мають однаковi порядки, то еле-
мент a спряжений тiльки сам iз собою. Це означає, що gag´1 “ a для
всiх g P G, тобто ag “ ga для будь-якого g P G.

Група G називається p-групою, якщо |G| “ pn, де p – просте число, n P N.
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Теорема 7.1.

Кожна p-група має неодиничний центр.

Доведення. Нехай |G| “ pn, де p – просте число, n P N. Розглянемо
дiю спряження групи G на G:

˝ : GˆGÑ G, ˝ : pg, aq ÞÑ gag´1.

Вiдносно цiєї дiї група G розбивається на класи спряжених елементiв,
потужностi яких є дiльниками |G| “ pn. Якщо клас елемента a є одно-
точковим, тобто tg´1ag : g P Gu “ tau, то ga “ ag для кожного g P G,
а отже, a P ZpGq. Зрозумiло, що клас кожного елемента центра є одно-
точковим, а тому ZpGq спiвпадає з об’єднанням одноточкових класiв.
Таким чином, отримуємо розбиття

G “ ZpGq \Kpg1q \ . . .\Kpgsq,

де |Kpgiq| “ pki i ki P N для кожного i P t1, . . . , su. Тодi
|G| “ |ZpGq| ` |Kpg1q| ` . . .` |Kpgsq|.

Таким чином,
|ZpGq| “ pn ´ ppk1 ` . . .` pksq,

а отже, |ZpGq| дiлиться на p. �

Приклад 7.7. Знайдемо центр групи кватернiонiв Q8.
Оскiльки 1x “ x “ x1, p´1qx “ ´x “ xp´1q для кожного x P Q8 i

ij “ 1 ‰ ´1 “ ji,

p´iqk “ j ‰ ´j “ kp´iq,

p´jqp´kq “ i ‰ ´i “ p´kqp´jq,

то ZpQ8q “ t1,´1u.

Твердження 7.3.

Кожна група порядку p2 є абелевою.

Доведення. Оскiльки центр ZpGq групи G є неодиничним згiдно з те-
оремою 7.1, то |ZpGq| P tp, p2u. Припустимо, що група G не абелева,
тобто |ZpGq| “ p. Оскiльки ZpGq є нормальною пiдгрупою групи G, то
за теоремою Лагранжа порядок факторгрупи |G{ZpGq| “ p. Отже, група
G{ZpGq є циклiчною, породженою деяким елементом aZpGq P G{ZpGq,



Лекцiя 7. ДIЯ ГРУПИ НА МНОЖИНI. ЦЕНТР ГРУПИ 67

a P G. Звiдси випливає, що gZpGq “ paZpGqqk “ akZpGq для кожно-
го g P G. Таким чином, кожен елемент g P G можна подати у виглядi
g “ akz, де k P Z, z P ZpGq. Тодi для будь-яких елементiв g1, g2 P G,
g1 “ ak1z1, g2 “ ak2z2 маємо:

g1g2 “ pa
k1z1qpa

k2z2q “ ak1ak2z1z2 “ ak2ak1z2z1 “ ak2z2a
k1z1 “ g2g1.

Отримана суперечнiсть доводить твердження.
�

Рекомендована лiтература : [1, с. 17–21], [10, с. 23–32], [11, с. 85–107], [15,
с. 41–45, 49–53, 112–132], [16, с. 209–225].

Вправи до лекцiї 7.
7.1. Довести, що вiдображення ˝ : G ˆ G Ñ G є дiєю та описати орбiти i
стабiлiзатори, якщо

а) g ˝ a “ ga, б) g ˝ a “ ag´1.

7.2. Визначимо дiю групи pR,`q на дiйснiй площинi R2 як поворот точки
M P R2 на кут α P R проти годинникової стрiлки. Описати геометрично
орбiти та знайти стабiлiзатори цiєї дiї.

7.3. Знайти орбiти та стабiлiзатори природньої дiї пiдгрупиH “ xp123q, p34qy
групи S5 на множинi t1, 2, 3, 4, 5u.

7.4. Довести, що вiдображення, яке кожнiй парi α P R, ÝÑv P E2 ставить
вектор, отриманий з ÝÑv поворотом на кут α, задає дiю групи pR,`q на E2 –
множинi векторiв площини. Описати орбiти i стабiлiзатори.

7.5. Довести, що вiдображення, яке кожнiй парi α P R`, ÝÑv P E2 ставить
вектор αÝÑv , задає дiю групи pR`, ¨q на множинi E2. Описати орбiти i стабiлi-
затори.

7.6. Знайти централiзатор елемента A “

˜

3 0

0 5

¸

групи GLp2,Rq.

7.7. Знайти всi класи спряжених елементiв груп Q8 та D4.

7.8. Знайти нормалiзатор та централiзатор циклiчної пiдгрупи xiy групи Q8.

7.9. Знайти централiзатор пiдгрупи H “ tp1q, p123q, p132qu в групi S3.

7.10. Знайти нормалiзатор пiдгрупи H “ tp1q, p123q, p132qu в групi A4. Чи є
пiдгрупа H нормальною?

7.11. Знайти ZpGq, якщо
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а) G “ S3, б) G “ A4, в) G “ GLpn,Rq.

7.12. Знайти центр групи матриць наступного вигляду з операцiєю множе-
ння матриць:

A “

¨

˚

˝

1 0 0

a 1 0

b c 1

˛

‹

‚

, де a, b, c P Q.

7.13. В групi Z з операцiєю m ˚ n “ p´1qnm` n знайти:

а) централiзатор та клас спряжених елементiв числа 2;
б) централiзатор та нормалiзатор пiдгрупи 4Z;
в) центр групи.

7.14. Довести, що кожна дiя групи порядку 25 на 8-елементнiй множинi має
принаймнi одну нерухому точку.

7.15. Нехай G – група порядку 101, g P G. Знайти |Cpgq|.

7.16. Нехай g – елемент порядку n скiнченної групи G. Довести, що |Cpgq|
дiлиться на n.

7.17. Нехай G – група порядку 21, a P G, |a| “ 7 i a R ZpGq. Знайти кiлькiсть
елементiв групи G, спряжених з елементом a.

7.18. Нехай H – нормальна пiдгрупа групи G порядку 2. Довести, що H
мiститься в центрi групи G.

7.19. Нехай x та y – елементи групи G, xy “ z P ZpGq. Показати, що еле-
менти x та y комутують.

7.20. Довести, що ψpZpGqq “ ZpGq для кожного автоморфiзму групи G.

7.21. Описати скiнченнi групи, якi мають рiвно два класи спряжених еле-
ментiв.

7.22. Довести, що кожна нормальна пiдгрупа H групи G є об’єднанням
деякої кiлькостi класiв спряжених елементiв групи G.

7.23. Нехай K – клас спряжених елементiв групи G. Довести, що для ко-
жного натурального числа n множина tgn | g P Ku також буде класом спря-
жених елементiв групи G.

7.24. Довести, що кожна пiдгрупа центру групи є нормальною.
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7.25. Довести, що
а) якщо H i K – спряженi пiдгрупи скiнченної групи G i K Ă H, то

K “ H;

б) пiдгрупи H “

#˜

1 n

0 1

¸  n P Z
+

i K “

#˜

1 2n

0 1

¸  n P Z
+

– спряженi в групi GLp2,Rq i K Ĺ H.

7.26. Довести, що в перiодичнiй групi жодна пiдгрупа не може бути спря-
жена з своєю власною пiдгрупою.

7.27. Нехай ˝ : GˆX Ñ X – дiя групи G на множинi X i Y Ă X. Показати,
що множина GY “ tg P G | g ˝ Y “ Y u є пiдгрупою групи G. Довести, що
GXzY “ GY .

7.28. Нехай група Sn дiє на множинi X “ t1, . . . , nu за правилом s˝x “ spxq
для кожних s P Sn, x P X. Показати, що вiдображення spi, jq “ pspiq, spjqq
визначає дiю дiю групи Sn на множинi X ˆX. Знайти орбiти цiєї дiї.

7.29. Нехай ˝ : G ˆ X Ñ X – дiя групи G на множинi X. Пiдмножина
Y Ă X називається G-iнварiантною, якщо g ˝ y P Y для кожних g P G, y P Y .
Довести, що пiдмножина Y Ă X є G-iнварiантною тодi i лише тодi, коли Y є
об’єднанням G-орбiт.

7.30. Ядром дiї ˝ : GˆX Ñ X називається множина tg P G | @x P X g ˝x “
xu. Довести, що ядро дiї є пiдгрупою групи G.

7.31. Нехай ˝ : G ˆ X Ñ X – дiя групи G на множинi X. Довести, що
вiдображення

ϕ : GÑ SX , ϕ : g ÞÑ lg, lgpxq “ g ˝ x,

є гомоморфiзмом. Знайти його ядро.

7.32. Нехай G – група i X “ tα | α : GÑ Ru. Довести, що вiдображення

˝ : GˆX Ñ X, pg ˝ αqpxq “ αpgxq

є дiєю. Чи є дана дiя вiльною?

7.33. Нехай H – пiдгрупа групи G i pG : Hq – множина лiвих сумiжних
класiв розбиття групи G за пiдгрупою H Довести, що вiдображення

˝ : Gˆ pG : Hq Ñ pG : Hq, g ˝ pxHq “ pgxqH

є транзитивною дiєю. Знайти ядро цiєї дiї.

7.34. Нехай ˝ : G ˆ X Ñ X – дiя групи G на множинi X. Довести, що
Stpg ˝ xq “ gStpxqg´1 для кожних g P G, x P X.

7.35. Довести, що якщо факторгрупа G{ZpGq є циклiчною, то група G є
абелевою.
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7.36. Довести, що якщо G неабелева i |G| “ p3, то |ZpGq| “ p (p — просте
число).

7.37. Знайти кiлькiсть класiв спряжених елементiв i кiлькiсть елементiв у
кожному класi для неабелевої групи порядку p3 (p — просте число).

7.38. З точнiстю до iзоморфiзму описати всi групи порядку 4.

Лекцiя 8. Комутант групи. Розв’язнi групи
В абелевiй групi кожнi два елементи переставнi мiж собою. Якщо група

неабелева, то в нiй iснують непереставнi елементи, тобто такi елементи a i b,
що ab ‰ ba. Тому природньо розглянути елемент x, для якого ab “ bax, тобто
x “ a´1b´1ab.

Комутатором елементiв a i b називають елемент a´1b´1ab, який познача-
ють ra, bs. Зрозумiло, що ab “ bara, bs. Таким чином, елементи a i b є пере-
ставними тодi i лише тодi, коли ra, bs “ e – одиниця групи.

Множина G1, яка складається з всеможливих скiнченних добуткiв кому-
таторiв елементiв групи G, називається комутантом або похiдною групи G.

Зрозумiло, що група G є абелевою тодi i лише тодi, коли G1 “ teu.

Теорема 8.1.

Комутант G1 є нормальною пiдгрупою групи G.

Доведення. Зрозумiло, що e P G1 i добуток двох елементiв з G1 нале-
жить G1.

Оскiльки
ra, bs´1 “ pa´1b´1abq´1 “ b´1a´1ba “ rb, as P G1,

i кожен елемент u P G1 є добутком u “ u1 ¨ . . . ¨ um скiнченної кiлькостi
комутаторiв ui, то

u´1 “ pu1 ¨ . . . ¨ umq
´1
“ u´1m ¨ . . . ¨ u´11 P G1.

Таким чином, G1 – пiдгрупа групи G.
Для кожного g P G маємо

gra, bsg´1 “ ga´1b´1abg´1 “ ga´1g´1gb´1g´1gag´1gbg´1 “

“ pgag´1q´1pgbg´1q´1gag´1gbg´1 “ rgag´1, gbg´1s P G1.

Тодi для кожного елемента u P G1, який є добутком u “ u1 ¨ . . . ¨ um
скiнченної кiлькостi комутаторiв ui, отримуємо

gug´1 “ gu1u2 ¨ . . . ¨ umg
´1
“ pgu1g

´1
qpgu2g

´1
q ¨ . . . ¨ pgumg

´1
q P G1.
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Таким чином, G1 Ÿ G.
�

Твердження 8.1.

Кожна пiдгрупа H групи G, яка мiстить комутант G1 групи G, є
нормальною в групi G.

Доведення. Нехай H Ą G1 i h P H, g P G. Тодi
g´1hg “ phh´1qpg´1hgq “ hph´1g´1hgq “ hrh, gs P H.

Оскiльки пiдгрупа H разом з кожним своїм елементом мiстить всi
спряженi до нього в групi G, то H – нормальна пiдгрупа групи G.

�

Твердження 8.2.

Факторгрупа G{G1 – абелева.

Доведення. Нехай a, b P G{G1. Тодi

ra, bs “ raG1, bG1s “ paG1q´1pbG1q´1paG1qpbG1q “

“ G1a´1G1b´1aG1bG1 “ a´1b´1abG1 “ ra, bsG1 “ G1 “ e.

Оскiльки комутатор довiльних двох елементiв групи G{G1 дорiвнює
одиницi e, то G{G1 – абелева група.

�

Оскiльки комутант G1 групи G є її пiдгрупою, то в нiй можна теж розгля-
нути комутант pG1q1 i т.д.

Таким чином, вважаючи Gp0q “ G, для кожного k P N визначимо k-ту
похiдну групи G за правилом:

Gpkq “ pGpk´1qq1.

Зауважимо, що Gpkq Ÿ Gpk´1q i Gpk´1q{Gpkq – абелева група для кожного
k P N.

Група G називається розв’язною, якщо Gpnq “ teu для деякого n P NYt0u.
Найменше число n з такою властивiстю називається ступенем розв’язностi
групи G.

Приклад 8.1. У групi Z з операцiєю m ˚ n “ p´1qnm ` n знайдемо ко-
мутатори всiх елементiв, комутант групи та з’ясуємо, чи є дана група
розв’язною.
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Одиницею групи Z є число 0, обернений до елемента n P Z дорiвнює
p´1qn´1n.

Нехай m,n P Z. Знайдемо комутатор rm,ns елементiв m i n (в обчи-
сленнях будемо враховувати, що p´1q´a “ p´1qa):

rm,ns “ m´1
˚ n´1 ˚m ˚ n “ pp´1qm´1mq ˚ pp´1qn´1nq ˚m ˚ n “

“ pp´1qp´1q
n´1n

p´1qm´1m` p´1qn´1nq ˚ pp´1qnm` nqq “

“ pp´1qn`m´1m` p´1qn´1nq ˚ pp´1qnm` nq “

“ p´1qp´1q
nm`n

pp´1qn`m´1m` p´1qn´1nq ` p´1qnm` n “

“ ´m` p´1qm´1n` p´1qnm` n “ pp´1qn ´ 1qm` pp´1qm´1 ` 1qn.

Проаналiзуємо комутатор
rm,ns “ pp´1qn ´ 1qm` pp´1qm´1 ` 1qn

в залежностi вiд парностi чисел m i n:
‚ якщо m “ 2k, n “ 2s, де k, s P Z, то rm,ns “ 0;
‚ якщо m “ 2k, n “ 2s` 1, де k, s P Z, то rm,ns “ ´4k;
‚ якщо m “ 2k ` 1, n “ 2s, де k, s P Z, то rm,ns “ 4s;
‚ якщо m “ 2k` 1, n “ 2s` 1, де k, s P Z, то rm,ns “ ´2p2k` 1q`

2p2s` 1q “ 4ps´ kq.
З отриманих рiвностей для комутаторiв випливає, що комутант гру-

пи Z спiвпадає з пiдгрупою цiлих чисел, кратних 4, тобто Z1 “ 4Z.
Оскiльки 2Z Ą 4Z “ Z1, то з твердження 8.1 випливає, що 2Z Ÿ Z.

Крiм того, комутатор довiльних двох елементiв групи 2Z дорiвнює 0, а
тому 2Z – абелева пiдгрупа групи Z.

У прикладi 5.6 показано, що факторгрупа Z{Z1 “ Z{4Z є iзомор-
фною групi Клейна V4, а тому є абелевою групою порядку 4.

Оскiльки rm,ns “ 0 для парних m i n, то група 4Z є абелевою i
p4Zq1 “ t0u.

Таким чином, Z2 “ pZ1q1 “ p4Zq1 “ t0u, а тому pZ, ˚q – розв’язна
група ступеня 2.

Ланцюжок пiдгруп

G “ H0 ą H1 ą . . . ą Hn´1 ą Hn “ teu.

називається рядом довжини n групи G.
Ряд називається нормальним, якщо Hi Ÿ G, i субнормальним, якщо Hi Ÿ

Hi´1 для кожного i P t1, . . . , nu. Факторгрупи Hi´1{Hi називаються фактора-
ми ряду.
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Лема 8.1.

Якщо H Ÿ G i G{H – абелева група, то H Ą G1.

Доведення. Досить довести, що ra, bs P H для кожних a, b P G. Оскiль-
ки факторгрупа G{H – абелева, то комутатор довiльних її елементiв
одиничний, тобто raH, bHs “ H. Але тодi з рiвностi raH, bHs “ ra, bsH
випливає, що ra, bsH “ H, тобто ra, bs P HH´1 “ H.

�

Характеризацiйна теорема 8.1.

Група G є розв’язною тодi i лише тодi, коли вона володiє субнормаль-
ним рядом з абелевими факторами.

Доведення. Нехай G – розв’язна група. Тодi Gpnq “ teu для деякого
n P N. З доведеного вище випливає, що ряд

G Ź G1 Ź . . . Ź Gpn´1q Ź Gpnq “ teu

є субнормальним рядом з абелевими факторами.
Навпаки, нехай група G володiє субнормальним рядом з абелевими

факторами:
G “ H0 Ź H1 Ź . . . Ź Hn´1 Ź Hn “ teu.

Скористаємось методом математичної iндукцiї. Оскiльки H1 Ÿ H0 “

G i G{H1 “ H0{H1 – абелева група, то H1 Ą G1 за лемою 8.1.
Нехай Hk´1 Ą Gpk´1q. Доведемо, що Hk Ą Gpkq. Оскiльки Hk Ÿ Hk´1

i Hk´1{Hk – абелева, то Hk Ą H 1
k´1 за лемою 8.1. З включення Hk´1 Ą

Gpk´1q випливає, що H 1
k´1 Ą Gpkq. Звiдки Hk Ą Gpkq.

Таким чином, teu “ Hn Ą Gpnq, i G – розв’язна група.
�

Приклад 8.2. Покажемо, що група S3 є розв’язною. Циклiчна пiдгрупа
H1 “ xp123qy “ tp1q, p123q, p132qu має iндекс 2 в групi S3, а тому H1 Ÿ S3.
Порядок факторгрупи S3{H1 дорiвнює 2, а тому S3{H1 “ tH1, S3zH1u “

tp1q, p12qu – абелева група.
Покладемо H2 “ tp1qu. Тодi H2 Ÿ H1 i H1{H2 – H1 – циклiчна,

а отже, абелева. Таким чином, ми побудували субнормальний ряд з
абелевими факторами:

S3 “ H0 Ź H1 Ź H2 “ tp1qu.
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За характеризацiйною теоремою 8.1 група S3 є розв’язною ступеня
2.

Лема 8.2.

Елемент g групи G можна подати у виглядi g “ xh, де x P Gpkq,
h P H, тодi i лише тодi, коли rgs “ gH P pG{Hqpkq, тобто для кожного
k P NY t0u має мiсце рiвнiсть

GpkqH{H “ pG{Hqpkq.

Доведення. Дiйсно, вважаючи Gp0q “ G, бачимо, що для k “ 0 лема
вiрна.

Припустимо, що лема вiрна для k ´ 1. Доведемо для k. Якщо u –
комутатор в групi Gpk´1q, то u “ a´1b´1ab для деяких a, b P Gpk´1q. Тодi
rus “ ras´1rbs´1rasrbs. З iндуктивного припущення випливає, що ras, rbs P
pG{Hqpk´1q, тобто rus – комутатор в групi pG{Hqpk´1q.

Нехай g “ xh, де x P Gpkq, h P H. Тодi g “ u1 ¨ . . . ¨ umh, де ui –
комутатори в групi Gpk´1q. З доведеного випливає, що ruis – комутатори
в групi pG{Hqpk´1q, а тому

rgs “ ru1s ¨ . . . ¨ rums P ppG{Hq
pk´1q

q
1
“ pG{Hqpkq.

Нехай rgs P pG{Hqpkq. Тодi rgs “ ru1s¨. . .¨rums, де ruis “ rais´1rbis´1raisrbis
для деяких rais, rbis P pG{Hqpk´1q. За iндуктивним припущенням ai “ cihi
i bi “ disi для деяких ci, di P Gpk´1q, hi, si P H. Зауважимо, що vi “
c´1i d´1i cidi P G

pkq. З другого боку, для деякого z P H маємо
ui “ pcihiq

´1
pdisiq

´1
pcihiqpdisiqz “ h´1i c´1i s´1i d´1i cihidisiz.

Тодi
ruis “ rc

´1
i srd

´1
i srcisrdis “ rvis, i P t1, . . . ,mu,

а отже,

rgs “ ru1s ¨ . . . ¨ rums “ rv1s ¨ . . . ¨ rvms “ rv1 ¨ . . . ¨ vms.

Таким чином, g “ v1 ¨ . . . ¨vmh для деякого h P H, а тому v1 ¨ . . . ¨vm P
Gpkq.

�

Теорема 8.2.

Нехай H Ÿ G. Група G є розв’язною тодi i лише тодi, коли розв’язни-
ми є група H i факторгрупа G{H.
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Доведення. Нехай G – розв’язна група. Тодi Gpnq “ teu для деякого
n P N. Оскiльки Hpiq Ă Gpiq для кожного i P N, то Hpnq “ teu, i пiдгрупа
H – розв’язна.

Якщо rgs P pG{Hqpnq, то за лемою 8.2 має мiсце рiвнiсть g “ xh,
де x P Gpnq “ teu, h P H. Тодi g “ h P H i rgs “ res. Таким чином,
pG{Hqpnq “ tresu, а тому G{H – розв’язна група.

Навпаки, нехай група H i факторгрупа G{H є розв’язними. Тодi
pG{Hqpkq “ tresu i Hptq “ teu для деяких k, t P N. Якщо x P Gpkq, то
rxs P pG{Hqpkq “ tresu за лемою 8.2, тобто x P H. Отже, Gpkq Ă H, звiдки

Gpk`tq “ pGpkqqptq Ă Hptq
“ teu.

Таким чином, G – розв’язна група. �

Теорема 8.3.

Кожна p-група є розв’язною.

Доведення. Нехай |G| “ pn, де p – просте число, n P N. За теоремою 7.1
кожна p-група має неодиничний центр. Тодi за теоремою Лагранжа |G|
дiлиться на |ZpGq|, тобто |ZpGq| ě p.

Доведемо твердження iндукцiєю за n. Група G порядку p – абелева,
а тому є розв’язною.

Припустимо, що всi p-групи порядкiв менше |G| є розв’язними. Дове-
демо розв’язнiсть групи G. Оскiльки ZpGq Ÿ G, то факторгрупа G{ZpGq
iснує. Якщо ZpGq “ G, то G – абелева група, а тому є розв’язною. Якщо
ZpGq ‰ G, то |ZpGq| ă |G| i |G{ZpGq| ă |G|, а тому за iндуктивним при-
пущення групи ZpGq i G{ZpGq є розв’язними. Але тодi за теоремою 8.2
група G – розв’язна. �

Приклад 8.3. Кожна група порядку 1375, яка мiстить єдину пiдгрупу
порядку 125, є розв’язною. Дiйсно, нехайH – пiдгрупа порядку 125. Тодi
g´1Hg також є пiдгрупою порядку 125 для кожного g P G. З єдиностi H
випливає, що g´1Hg “ H для кожного g P G, а тому H – нормальна в G.
За теоремою Лагранжа факторгрупаG{H має порядок 11 i є циклiчною,
а отже, абелевою. Оскiльки |H| “ 53, то за теоремою 8.3 група H є
розв’язною.

Таким чином, за теоремою 8.2 група G – розв’язна.

Рекомендована лiтература : [10, с. 37–39, 48–50], [11, с. 107–113, 183–200], [13,
с. 215–222], [16, с. 201–207].
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Вправи до лекцiї 8.
8.1. У групi S3 знайти наступнi комутатори:

а) rp12q, p13qs, б) rp123q, p23qs, в) rp123q, p132qs.

8.2. У групi GLp2,Rq знайти комутатор матриць

A “

˜

1 1

0 1

¸

i B “

˜

1 0

1 1

¸

.

8.3. Довести, що для довiльних елементiв a, b i c групи G мають мiсце
рiвностi:

а) ra, bcs “ ra, cspc´1ra, bscq; б) rab, cs “ pb´1ra, csbqrb, cs.

8.4. З’ясувати, якi з наступних рiвностей виконуються для кожних елемен-
тiв a, b i c групи S3:

а) rra, bs, cs “ p1q; б) ra2, b2s “ p1q.

8.5. Нехай a i b – елементи групи G, a2 “ e. Довести, що rra, bs, as “ rb, as2.

8.6. Нехай комутатор ra, bs елементiв a i b групи G комутує з a. Довести,
що ra, bsn “ ran, bs для кожного n P Z.

8.7. Довести, що елементи a2 i b комутують тодi i лише тодi, коли

ra, bsrra, bs, asra, bs “ e.

8.8. Знайти комутант групи Q8.

8.9. Описати комутант групи Aff pRq. Чи є група Aff pRq розв’язною?

8.10. Показати, що A4 i S4 – розв’язнi групи.

8.11. Довести, що проста група є розв’язною тодi i лише тодi, коли вона є
циклiчною групою.

8.12. Довести, що групи An i Sn при n ě 5 не є розв’язними.

8.13. Знайти похiдну групи Dn.

8.14. Показати, що дiедральнi групи є розв’язними ступеня 2.

8.15. Показати, що комутатор довiльних двох пiдстановок групи Sn є пар-
ною пiдстановкою. Знайти комутатор двох транспозицiй.

8.16. Довести, що S 1n “ An.

8.17. Довести, що кожна група порядку 1323, яка мiстить нормальну пiд-
групу порядку 27, є розв’язною.
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8.18. Довести, що кожна група порядку 216, яка мiстить єдину пiдгрупу
порядку 8, є розв’язною.

8.19. Вiдомо, що в групi G порядку 1225 кiлькiсть пiдгруп, спряжених з
пiдгрупою H порядку 49, не перевищує 4. Довести, що G – розв’язна група.

8.20. Навести приклад субнормального ряду, який не є нормальним.

8.21. Побудувати ряд найбiльшої довжини циклiчної групи C24.

8.22. Довести, що група є розв’язною тодi i лише тодi, коли вона володiє
нормальним рядом з абелевими факторами.

8.23. Нехай H iK – нормальнi пiдгрупи групи G. Довести, що rh, ks P HXK
для кожних h P H, k P K.

8.24. Нехай H i K – нормальнi пiдгрупи групи G, H X K “ teu. Довести,
що hk “ kh для кожних h P H, k P K.

8.25. Нехай елементи a i b групи G переставнi зi своїм комутатором. Дове-
сти, що

pabqn “ anbnrb, as
pn´1qn

2 для кожного n P N.

8.26. Нехай ϕ : GÑ H – епiморфiзм груп G i H. Довести, що ϕpG1q “ H 1.

8.27. Нехай ϕ : G Ñ H – епiморфiзм груп G i H. Довести, що якщо G є
розв’язною, то H також є розв’язною.

8.28. Нехай G – скiнченна група, |G1| “ 2. Довести, що G1 Ă ZpGq.

8.29. Довести, що комутант G1 неодиничної скiнченної p–групи G завжди
вiдмiнний вiд групи G.

8.30. Нехай G – неабелева група порядку p3, де p – просте число. Довести,
що G1 “ ZpGq.

Лекцiя 9. Прямi добутки груп
Нехай задано n груп: pG1, ˚1q, pG2, ˚2q, . . . , pGn, ˚nq. На декартовому добу-

тку G1 ˆG2 ˆ . . .ˆGn задамо операцiю ˝ наступним чином:

pa1, a2, . . . , anq ˝ pb1, b2, . . . bnq “ pa1 ˚1 b1, a2 ˚2 b2, . . . , an ˚n bnq.

Теорема 9.1.

Декартiв добуток G1 ˆG2 ˆ . . .ˆGn з операцiєю ˝ є групою.
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Доведення. Нехай pa1, . . . , anq, pb1, . . . , bnq, pc1, . . . , cnq P G1 ˆ . . . ˆ Gn.
Тодi
pa1, . . . , anq˝ppb1, . . . , bnq˝pc1, . . . , cnqq “ pa1, . . . , anq˝pb1˚1c1, . . . , bn˚ncnq “

“ pa1 ˚1 pb1 ˚1 c1q, . . . , an ˚n pbn ˚n cnqq “ ppa1 ˚1 b1q ˚1 c1, . . . , pan ˚n bnq ˚n cnq “

“ pa1˚1b1, . . . , an˚nbnq˝pc1, . . . , cnq “ ppa1, . . . , anq˝pb1, . . . , bnqq˝pc1, . . . , cnq

Нехай ei – одиниця групи Gi, де i P t1, . . . , nu.
Тодi для кожного pa1, . . . , anq P G1 ˆ . . .ˆGn маємо:
pe1, . . . , enq ˝ pa1, . . . , anq “ pe1 ˚1 a1, . . . , en ˚n anq “ pa1, . . . , anq.

Отже, pe1, . . . , enq – лiва одиниця напiвгрупи G1 ˆ . . .ˆGn.
Для кожного елемента pa1, . . . , anq P G1 ˆ . . . ˆ Gn мають мiсце рiв-

ностi:
pa´11 , . . . , a´1n q ˝ pa1, . . . , anq “ pa

´1
1 ˚1 a1, . . . , a

´1
n ˚n anq “ pe1, . . . , enq.

Таким чином, pa´11 , . . . , a´1n q – лiвий обернений елемент до елемента
pa1, . . . , anq, а тому pG1 ˆ . . .ˆGn, ˝q – група.

�

Група G1 ˆG2 ˆ . . .ˆGn з операцiєю покомпонентного множення ˝ нази-
вається зовнiшнiм прямим добутком груп G1, G2, . . . , Gn.

Приклад 9.1. Утворимо зовнiшнiй прямий добуток групи Q` додатнiх
рацiональних чисел i циклiчної групи C2 “ t1,´1u. Елементами групи
Q`ˆC2 є всi пари чисел виду pr, 1q i pr,´1q, де r – додатнє рацiональне
число. Очевидно, що вiдображення

ψ : Q` ˆ C2 Ñ Qzt0u, ψ : pr, 1q ÞÑ r, ψ : pr,´1q ÞÑ ´r

є iзоморфiзмом групи Q` ˆ C2 i групи ненульових рацiональних чисел
з операцiєю множення.

Твердження 9.1.

Нехай G1 ˆ . . . ˆ Gn – зовнiшнiй прямий добуток груп G1, . . . , Gn,
G‹i “ tpe1, . . . , ei´1, g, ei`1, . . . , enq | g P Giu, де i P t1, . . . , nu. Тодi:

1) G‹i є нормальною пiдгрупою групи G1 ˆ . . . ˆ Gn, iзоморфною
групi Gi, де i P t1, . . . , nu;

2) G‹i X p
ś

j‰iG
‹
jq “ tpe1, . . . , enqu для кожного i P t1, . . . , nu;

3) G‹1 ˝ . . . ˝G‹n “ G1 ˆ . . .ˆGn.

Доведення. 1) Оскiльки
pe1, . . . , g, . . . , enq ˝ pe1, . . . , g

1, . . . , enq “ pe1, . . . , g ˚i g
1, . . . , enq P G

‹
i
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i
pe1, . . . , g, . . . , enq

´1
“ pe1, . . . , g

´1, . . . , enq P G
‹
i

для кожних
pe1, . . . , g, . . . , enq, pe1, . . . , g

1, . . . , enq P G
‹
i ,

то G‹i – пiдгрупа групи G1 ˆ . . .ˆGn.
Для кожних pa1, . . . , ai, . . . anq P G1 ˆ . . . ˆGn, pe1, . . . , g, . . . , enq P G‹i

маємо:
pa´11 , . . . , a´1i , . . . , a´1n q ˝ pe1, . . . , g, . . . , enq ˝ pa1, . . . , ai, . . . , anq “

“ pa´11 ˚1 e1 ˚1 a1, . . . , a
´1
i ˚i g ˚i ai, . . . , a

´1
n ˚n en ˚n anq “

“ pe1, . . . , a
´1
i ˚i g ˚i ai, . . . , enq P G

‹
i .

Таким чином, G‹i Ÿ G1 ˆ . . .ˆGn.
Легко перевiрити, що для кожного i P t1, . . . , nu вiдображення

ψi : Gi Ñ G‹i , ψpgq “ pe1, . . . , ei´1, g, ei`1, . . . , enq, є iзоморфiзмом.
Пункт 2) є очевидним.
3) Кожен елемент pa1, a2, . . . , anq P G1 ˆG2 ˆ . . .ˆGn можна подати

у виглядi
pa1, a2, . . . , anq “ pa1, e2, . . . , enq ˝ pe1, a2, . . . , enq ˝ . . . ˝ pe1, e2, . . . , anq.

Отже, pa1, a2, . . . , anq P G‹1 ˝G‹2 ˝ . . . ˝G‹n, а тому
G‹1 ˝G

‹
2 ˝ . . . ˝G

‹
n “ G1 ˆG2 ˆ . . .ˆGn.

�

Поширимо поняття добутку груп на випадок довiльної (зокрема, нескiн-
ченної) кiлькостi груп. Для цього спершу пригадаємо, як вводиться декартiв
добуток довiльної сiм’ї множин.

Нехай X1, X2, . . . , Xn – довiльнi множини. Добуток X1 ˆ X2 ˆ . . . ˆ Xn

складається з наборiв px1, x2, . . . , xnq, iндексованих числами 1, 2, . . . , n. Ко-
жен такий набiр можна вважати функцiєю, яка iндексу 1 зiставляє значення
x1, iндексу 2 – значення x2, . . . , iндексу n – значення xn. Нагадаємо, що послi-
довнiсть x “ px1, x2, . . .q елементiв множини X ми вважаємо вiдображенням
x : N Ñ X, а члени x1, x2, . . . – значеннями xp1q, xp2q, i т.д. Взагалi, довiль-
ний набiр елементiв xα з множини X, iндексований елементами α з деякої
iндексної множини A, можна вважати функцiєю x : A Ñ X. Таким чином,
приходимо до наступного означення.

(Декартiв) добуток
ś

αPAXα сiм’ї множин Xα, α P A, – це множина всiх
таких функцiй x : AÑ

Ť

αPAXα, що xpαq P Xα для кожного α P A.
Замiсть xpαq пишемо xα, а всю функцiю (елемент добутку) записуємо x “

pxαqαPA, уявляючи набором координат – елементiв xα з iндексами α P A.
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Нехай tpGα, ˚αq | α P Au – сiм’я груп. Введемо на добутку
ś

αPAGα опера-
цiю ˝ наступним чином

ppxαqαPAq ˝ ppyαqαPAq “ pxα ˚α yαqαPA.

Легко перевiрити, що множина
ś

αPAGα з операцiєю ˝ є групою з одини-
цею peαqαPA, де eα – одиниця групи Gα.

Група
ś

αPAGα з операцiєю покомпонентного множення ˝ називається
прямим добутком сiм’ї груп tGα | α P Au.

Якщо всi групи Gα, α P A, рiвнi деякiй групi G, то прямий добуток на-
зивається степенем групи G i позначається GA. Якщо потужнiсть множини
iндексiв A рiвна τ , а склад A несуттєвий, то для GA вживають позначення
Gτ . Зрозумiло, що при A “ t1, 2, . . . , nu отримуємо n-й степiнь Gn з еле-
ментами pg1, g2, . . . , gnq, де gi P G. Степiнь GN звичайно позначають через Gω

i називають злiченним степенем групи G. Елементи Gω – це послiдовностi
вигляду pg1, g2, . . .q з членами з групи G.

Приклад 9.2. Покажемо, що група PpNq всiх пiдмножин множини N з
операцiєю симетричної рiзницi множин є iзоморфною злiченному сте-
пеню циклiчної групи C2 “ t1,´1u.

Розглянемо вiдображення

ψ : PpNq Ñ pC2q
ω, ψpAq “ pa1, a2, . . . , ak, . . .q, де ai “

#

1, i R A

´1, i P A

Покажемо, що вiдображення ψ – iзоморфiзм. Нехай
ψpAq “ pa1, a2, . . . , ak, . . .q, ψpBq “ pb1, b2, . . . , bk, . . .q,

ψpA M Bq “ pc1, c2, . . . , ck, . . .q,
де A M B “ pAYBqzpAXBq “ pAzBq Y pBzAq.

Оскiльки ai, bi P t´1, 1u для кожного i P N, то можливi наступнi
чотири випадки:

а) якщо pai, biq “ p1, 1q, то i R AYB, звiдки i R A M B i ci “ 1;
б) якщо pai, biq “ p´1,´1q, то i P AXB, звiдки i R A M B i ci “ 1;
в) якщо pai, biq “ p1,´1q, то i P BzA, звiдки i P A M B i ci “ ´1;
г) якщо pai, biq “ p´1, 1q, то i P AzB, звiдки i P A M B i ci “ ´1.

У всiх випадках бачимо, що ci “ aibi. Звiдси слiдує, що
ψpA M Bq “ pc1, c2, . . . , ck, . . .q “ pa1b1, a2b2, . . . , akbk, . . .q “

“ pa1, a2, . . . , ak, . . .q ˝ pb1, b2, . . . , bk, . . .q “ ψpAq ˝ ψpBq.

Отже, ψ – iзоморфiзм.
Якщо ψpAq “ ψpBq, то pa1, a2, . . . , ak, . . .q “ pb1, b2, . . . , bk, . . .q. Тодi

ai “ bi для кожного i P N, звiдки A “ B, а отже, ψ – iн’єкцiя. Прообраз
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елемента pa1, a2, . . . , ak, . . .q P pC2q
ω мiстить множину A “ ti P N | ai “

´1u, а тому ψ – сюр’єкцiя.
Таким чином, групи PpNq i pC2q

ω – iзоморфнi.
Цiлком аналогiчно можна показати, що PpXq – pC2q

τ для кожної
множини X потужностi τ .

Прямою сумою сiм’ї груп tGα | α P Au називається пiдгрупа
!

pgαqαPA P
ś

αPAGα

 tα | gα ‰ eαu – скiнченна
)

прямого добутку
ś

αPAGα i позначається
À

αPAGα.

Приклад 9.3. Розглянемо пiдгрупу PăωpNq “ tA Ă N | A – скiнченнаu
групи PpNq. Образ пiдгрупи PăωpNq при iзоморфiзмi ψ з прикладу 9.2
рiвний пiдгрупi тих послiдовностей з pC2q

ω, якi мiстять скiнченну кiль-
кiсть ´1. Таким чином, група PăωpNq є iзоморфною прямiй сумi злiчен-
ної кiлькостi груп C2.

Зрозумiло, що у випадку скiнченної iндексної множини A, поняття пря-
мого добутку i прямої суми спiвпадають.

Теорема 9.2.

Нехай G – група i H1, H2, . . . , Hn – такi її пiдгрупи, для яких виконано
наступнi умови:

1) Hi Ÿ G для кожного i P t1, . . . , nu;
2) Hi X p

ś

j‰iHjq “ teu для кожного i P t1, . . . , nu;
3) H1 ¨H2 ¨ . . . ¨Hn “ G.

Тодi G – H1 ˆH2 ˆ . . .ˆHn.

Доведення. Нехай a P Hi, b P Hj при i ‰ j. Тодi з умови 1) випливає,
що

ra, bs “ a´1pb´1abq “ pa´1b´1aqb P Hi XHj “ teu,

звiдки ab “ ba. Розглянемо вiдображення
ψ : H1 ˆH2 ˆ . . .ˆHn Ñ G, ψph1, h2, . . . , hnq “ h1 ¨ h2 ¨ . . . ¨ hn.

Оскiльки елементи hi i hj комутують, то

ψpph1, h2, . . . , hnq ˝ ph
1
1, h

1
2, . . . , h

1
nqq “ ψph1h

1
1, h2h

1
2, . . . , hnh

1
nq “

“ h1h
1
1h2h

1
2 ¨ . . . ¨ hnh

1
n “ ph1h2 . . . hnqph

1
1h
1
2 . . . h

1
nq “

“ ψph1, h2, . . . , hnqψph
1
1, h

1
2, . . . , h

1
nq.

Отже, вiдображення ψ – гомоморфiзм.
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Нехай ψph1, h2, . . . , hnq “ ψph11, h
1
2, . . . , h

1
nq. Тодi h1h2 . . . hn “ h11h

1
2 . . . h

1
n,

звiдки ph11q´1h1 “ h12 . . . h
1
nh
´1
n . . . h´12 . Якщо hi i h1j комутують, то hi i

ph1jq
´1 комутують, а отже, ph11q´1h1 “ h12h

´1
2 . . . h1nh

´1
n P H1XpH2¨. . .¨Hnq “

teu, звiдки h1 “ h11. Аналогiчно hi “ h1i для кожного i P t1, . . . , nu. Таким
чином, ph1, h2, . . . , hnq “ ph11, h12, . . . , h1nq, i гомоморфiзм ψ є мономорфi-
змом.

З умови 3) випливає, що кожен елемент g P G можна подати у
виглядi g “ h1h2 . . . hn, де hi P Hi для кожного i P t1, . . . , nu. Тодi
ψph1, h2, . . . , hnq “ h1h2 . . . hn “ g, а тому ψ – епiморфiзм. �

Теорема 9.2 обгрунтовує коректнiсть наступного означення.
ГрупаG називається внутрiшнiм прямим добутком пiдгрупH1, H2, . . . , Hn,

якщо виконуються наступнi умови:

1) Hi Ÿ G для кожного i P t1, . . . , nu;
2) Hi X p

ś

j‰iHjq “ teu для кожного i P t1, . . . , nu;
3) H1 ¨H2 ¨ . . . ¨Hn “ G.

Приклад 9.4. Розглянемо групу Клейна
V4 “ xa, b | a

2
“ b2 “ e, ab “ bay.

Нехай H1 “ xay “ te, au, H2 “ xby “ te, bu. Оскiльки V4 – абелева,
то H1 Ÿ G i H2 Ÿ G. Крiм того, H1 X H2 “ teu i H1H2 “ te, aute, bu “
te, a, b, abu “ V4.

Таким чином, V4 – H1 ˆH2 – C2 ˆ C2.

Приклад 9.5. Опишемо з точнiстю до iзоморфiзму всi абелевi групи G
порядку 8.

Якщо група G мiстить елемент порядку порядку 8, то вона iзомор-
фна циклiчнiй групi C8. В iншому випадку за наслiдком 4.1 з теореми
Лагранжа всi неодиничнi елементи групи G мають порядок 2 або 4.

Нехай усi неодиничнi елементи групи G мають порядок 2, i a – один
iз них. Оберемо довiльно b R te, au, c R te, a, b, abu i розглянемо пiдгру-
пи H1 “ te, au, H2 “ te, bu, H3 “ te, cu. Оскiльки H1 X H2 “ teu, то
|H1H2| “ 4. Аналогiчно з H1H2 X H3 “ teu слiдує, що |H1H2H3| “ 8, а
отже, H1H2H3 “ G i для пiдгруп H1, H2, H3 виконуються всi умови з
означення внутрiшнього прямого добутку. Таким чином,

G – H1 ˆH2 ˆH3 – C2 ˆ C2 ˆ C2 “ pC2q
3.

Якщо група G мiстить елемент a порядку 4, то G “ te, a, a2, a3u \
bte, a, a2, a3u для деякого b R xay. Якщо |b| “ 4, то з b2 P xay i |b2| “ 2
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випливає, що b2 “ a2. Тодi pbaq2 “ b2a2 “ a4 “ e, тобто |ba| “ 2. Таким
чином, множина Gzxay мiстить елемент c порядку 2. Для пiдгруп H1 “

xay i H2 “ xcy виконуються всi умови з означення внутрiшнього прямого
добутку, а тому

G – H1 ˆH2 – C4 ˆ C2.

Таким чином, з точнiстю до iзоморфiзму iснує три абелевi групи
порядку 8:

C8, C4 ˆ C2, pC2q
3.

Кажуть, що група G є напiвпрямим добутком своїх пiдгруп H1 i H2,
якщо виконуються наступнi умови:

1) H1 Ÿ G;
2) H1 XH2 “ teu;
3) H1 ¨H2 “ G.
Напiвпрямий добуток груп H1 i H2 позначається H1 ¸ H2 або H1$H2.

Також використовують позначення H2 ˙H1 та H2%H1.

Приклад 9.6. Розглянемо симетричну групу
S3 “ tp1q, p12q, p13q, p23q, p123q, p132qu.

Єдиною нетривiальною нормальною пiдгрупою групи S3 є пiдгрупа
H1 “ xp123qy “ tp1q, p123q, p132qu.

Отже, групу S3 не можна подати у виглядi внутрiшнього прямого
добутку своїх нетривiальних пiдгруп.

Нехай H2 “ xp12qy “ tp1q, p12qu. Тодi H1 XH2 “ tp1qu i
H1H2 “ tp1q, p123q, p132qutp1q, p12qu “

“ tp1q, p123q, p132q, p12q, p13q, p23qu “ S3.

Таким чином, S3 “ H1$H2 – C3$C2.

Рекомендована лiтература : [10, с. 39–41], [11, с. 113–145], [12, с. 105–107], [15,
с. 152–180], [16, с. 146–154].

Вправи до лекцiї 9.
9.1. Побудувати таблицю Келi зовнiшнього прямого добутку груп V4 та C3.

9.2. Подати циклiчну групу C6 у виглядi внутрiшнього прямого добутку
власних пiдгруп.

9.3. Подати групу pCzt0u, ¨q у виглядi внутрiшнього прямого добутку не-
тривiальних пiдгруп.
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9.4. Подати групу A4 у виглядi внутрiшнього прямого або напiвпрямого
добутку власних пiдгруп.

9.5. Довести, що Dn – Cn$C2.

9.6. Чи можна групу Q8 подати у виглядi внутрiшнього прямого або напiв-
прямого добутку власних пiдгруп?

9.7. Подати групу Aff pRq всiх афiнних вiдображень на R як внутрiшнiй
напiвпрямий добуток нетривiальних пiдгруп.

9.8. Довести нерозкладнiсть у прямий добуток нетривiальних пiдгруп групи
pZ,`q.

9.9. Чи можна групу Z з операцiєю m ˚ n “ p´1qnm ` n подати у виглядi
внутрiшнього прямого або напiвпрямого добутку нетривiальних пiдгруп?

9.10. Довести, що група C2 ˆ C2 iзоморфна групi pt0, 1, 2, 3u, ˚q, де a ˚ b –
остача вiд дiлення a` p´1qab на 4.

9.11. Знайти всi пiдгрупи групи C3 ˆ C3.

9.12. Нехай G – група. Довести, що D “ tpg, gq | g P Gu є пiдгрупою групи
GˆG, iзоморфною групi G.

9.13. Нехай G – абелева група, D “ tpg, gq | g P Gu – дiагональна пiдгрупа
групи GˆG. Довести, що D Ÿ GˆG i pGˆGq{D – G.

9.14. Довести, що група D “ tpg, gq | g P S3u є нормальною пiдгрупою групи
S3 ˆ S3.

9.15. Нехай G “ xay ˆ xby, де |a| “ 8, |b| “ 7. Який порядок елемента ab?

9.16. Скiльки елементiв порядку 2, 4, 5 i 6 в групi C2 ˆ C3 ˆ C4?

9.17. Знайти максимальний порядок елементiв групи S3 ˆ S8.

9.18. Довести, що S3 ˆ C2 – D6.

9.19. Знайти з точнiстю до iзоморфiзму всi абелевi групи порядку 12.

9.20. Показати, що з точнiстю до iзоморфiзму iснує єдина абелева група
порядку pq, де p i q – простi числа.

9.21. Знайти з точнiстю до iзоморфiзму всi абелевi групи порядку pq2, де p
i q – простi числа.

9.22. Довести, що pt2n3m | n,m P Zu, ¨q – pZ,`q ˆ pZ,`q.

9.23. Нехай pn,mq “ 1. Довести, що Cnm – Cn ˆ Cm.
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9.24. Нехай n “ pα1
1 p

α2
2 . . . pαss , де p1, p2, . . . , ps – рiзнi простi числа. Довести,

що
Cn – Cpα11

ˆ Cpα22
ˆ . . .ˆ Cpαss .

9.25. Нехай елементи g P G i h P H мають скiнченнi порядки n i m вiдпо-
вiдно. Довести, що порядок pg, hq P G ˆH дорiвнює найбiльшому спiльному
дiльнику чисел n i m.

9.26. Нехай G “ H1 ˆH2. Довести, що G{H1 – H2.

9.27. Довести, що pG1 ˆG2q ˆG3 – G1 ˆ pG2 ˆG3q – G1 ˆG2 ˆG3.

9.28. Нехай H1 Ÿ G1 i H2 Ÿ G2. Довести, що H1 ˆ H2 Ÿ G1 ˆ G2 i pG1 ˆ

G2q{pH1 ˆH2q – pG1{H1q ˆ pG2{H2q.

9.29. НехайG “ H1ˆH2. Довести, що кожен елемент g P G єдиним способом
подається у виглядi g “ h1h2, де h1 P H1, h2 P H2.

9.30. Показати, що група додатнiх рацiональних чисел з операцiєю множе-
ння подається у виглядi прямого добутку злiченної множини нескiнченних
циклiчних груп, породжених простими числами. Вивести звiдси, що pQ`, ¨q –
pZ,`qω.

9.31. Подати групу ненульових рацiональних чисел з операцiєю множення
у виглядi добутку циклiчних груп.

9.32. Довести, що центр прямого добутку рiвний прямому добутку центрiв
спiвмножникiв.

9.33. Довести, що циклiчна група порядку pn, де p – просте число, не роз-
кладається в прямий добуток власних пiдгруп.

9.34. Нехай H i K – групи i ϕ : K Ñ AutH – гомоморфiзм. Довести, що
декартiв добуток H ˆK з операцiєю ph1, k1qph2, k2q “ prϕpk

´1
2 qph1qsh2, k1k2q є

групою, яка є напiвпрямим добутком H$K груп H i K.

Лекцiя 10. Теореми Силова та їх застосува-
ння

Згiдно теореми Лагранжа порядок скiнченної групи дiлиться на порядок
кожної своєї пiдгрупи. Обернене твердження не вiрне, тобто в скiнченнiй групi
G може i не бути пiдгрупи порядку, який є дiльником |G|. Розглянемо насту-
пний приклад.
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Приклад 10.1. Покажемо, що знакозмiнна група A4 порядку 12 не мi-
стить пiдгрупи порядку 6. З точнiстю до iзоморфiзму iснує двi групи
порядку 6: циклiчна C6 i симетрична S3. Порядок будь-якої пiдстановки
на 4-елементнiй множинi не перевищує 4, а тому група A4 не мiстить
елемента порядку 6, а отже, i циклiчної пiдгрупи порядку 6. Неможли-
вим є i випадок симетричної групи S3, оскiльки S3 мiстить непереставнi
елементи порядку 2, зокрема p12q та p13q: p12q ˝ p13q “ p132q ‰ p123q “
p13q ˝ p12q, в той час як в A4 всi елементи порядку 2 комутують. Дiйсно,
A4 мiстить три елементи порядку 2: p12qp34q, p13qp24q i p14qp23q, якi є
елементами абелевої пiдгрупи групи A4, iзоморфної групi Клейна V4.

Однак у деяких випадках обернена теорема до теореми Лагранжа має
мiсце. Розглянемо один з таких важливих випадкiв.

Нагадаємо, що групу H називають p-групою, якщо |H| “ pk, де p — просте
число, k P N. Кажемо, що p-пiдгрупа H групи G є силовською p-пiдгрупою,
якщо її порядок pk є найбiльшим степенем числа p, який дiлить |G|.

Приклад 10.2. Пiдгрупа H “ tp1q, p12qp34q, p13qp24q, p14qp23qu є силов-
ською 2-пiдгрупою знакозмiнної групи A4 порядку |A4| “ 22 ¨ 3, а пiд-
група K “ tp1q, p12qp34qu є 2-пiдгрупою групи A4, але не силовською.

Наступнi результати, опублiкованi норвезьким математиком П.Л. Сило-
вим у 1872 роцi, за своєю фундаментальнiстю i рiзноманiтнiстю застосувань
порiвнюванi з теоремою Лагранжа.

Спершу доведемо необхiдну лему.

Лема 10.1 (Лема Кошi).

Якщо просте число p є дiльником порядку абелевої групи G, то вона
мiстить пiдгрупу порядку p.

Доведення. Доведемо методом математичної iндукцiї за порядком гру-
пи G. Якщо |G| “ p – просте число, то лема очевидна. Нехай n ą 1, i
лема має мiсце для всiх груп G порядку |G| ă n. Доведемо для |G| “ n.
Достатньо довести, що G мiстить елемент порядку p. Оберемо довiль-
ний елемент a P Gzteu. Якщо m “ |a| дiлиться на p, то елемент ak має
порядок p, де k “ m

p
. Дiйсно, |ak| “ m

pm,kq
“ p. Нехай m не дiлиться на p,

тобто pm, pq “ 1. Розглянемо циклiчну пiдгрупу H “ xay i факторгрупу
G{H. Оскiльки |G{H| “ n

m
дiлиться на p i |G{H| ă n, то за припущен-

ням iндукцiї G{H мiстить елемент b “ bH порядку p. Оскiльки елемент
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b P G належить до прообразу елемента b P G{H при природному гомо-
морфiзмi π : G Ñ G{H, то згiдно з твердженням 6.2 отримуємо, що |b|
дiлиться на |b| “ p, тобто |b| “ pt, t P N. Але тодi |bt| “ pt

ppt,tq
“ p. Лему

доведено.
�

Теорема 10.1 (Перша теорема Силова).

Якщо |G| “ pk ¨m, де p – просте число, то група G мiстить пiдгрупу
H порядку |H| “ pk. Зокрема силовськi p-пiдгрупи iснують.

Доведення. Доведемо методом математичної iндукцiї за порядком гру-
пи G. Якщо |G| “ p – просте число, то теорема очевидна. Нехай n ą 1,
i теорема має мiсце для всiх груп G порядку |G| ă n. Доведемо для
|G| “ n. При проведеннi iндуктивного кроку розглянемо два випадки.

1. Порядок центру ZpGq групи G дiлиться на p. Оскiльки ZpGq є абе-
левою групою, то за лемою 10.1 група ZpGq мiстить пiдгрупу A порядку
p. Вона, як i кожна пiдгрупа центру, є нормальною в групi G. За тео-
ремою Лагранжа порядок факторгрупи G{A дiлиться на pk´1. Оскiльки
|G{A| “ pk´1 ¨ m ă n, то за припущенням математичної iндукцiї G{A
мiстить p-пiдгрупу B порядку |B| “ pk´1. Позначимо через H повний
прообраз групи B при природньому гомоморфiзмi π : G Ñ G{A. Тодi
H є групою, що мiстить пiдгрупу A, яка є прообразом одиницi групи
B, A “ Kerπ. Оскiльки звуження πH природнього гомоморфiзму π на
пiдгрупу H Ă G є епiморфiзмом πH : H Ñ B, то за основною теоре-
мою про гомоморфiзми для груп група B є iзоморфною факторгрупi
H{KerπH “ H{A. За теоремою Лагранжа |H| “ |B| ¨ |A| “ pk, а отже, H
– шукана p-пiдгрупа групи G.

2. Порядок центру ZpGq групи G не дiлиться на p. Розглянемо дiю
спряження групи G на G:

˝ : GˆGÑ G, ˝ : pg, aq ÞÑ gag´1.

Вiдносно цiєї дiї група G розбивається на класи спряжених елементiв.
Якщо клас елемента a є одноточковим, тобто tgag´1 : g P Gu “ tau,
то ga “ ag для кожного g P G, а отже, a P ZpGq. Зрозумiло, що клас
кожного елемента центра є одноточковим, а тому ZpGq спiвпадає з об’-
єднанням одноточкових класiв. Таким чином, отримуємо розбиття

G “ ZpGq \Kpg1q \ . . .\Kpgsq,

де |Kpgiq| ě 2 для кожного i P t1, . . . , su. Звiдки
|G| “ |ZpGq| ` |Kpg1q| ` . . .` |Kpgsq|.
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Оскiльки |ZpGq| не дiлиться на p, а |G| дiлиться на p, то |Kpgtq| не
дiлиться на p для деякого t P t1, . . . , su. Але |Kpgtq| дорiвнює iндексу
|G : Cpgtq| централiзатора Cpgtq елемента gt в групi G. З того, що

pk ¨m “ |G| “ |G : Cpgtq| ¨ |Cpgtq|

i |G : Cpgtq| “ |Kpgtq| не дiлиться на p випливає, що |Cpgtq| дiлиться
на pk. Оскiльки |G : Cpgtq| “ |Kpgtq| ě 2, то |Cpgtq| ă |G|, а тому за
припущенням математичної iндукцiї Cpgtq мiстить пiдгрупу порядку pk
групи G.

�

Теорема 10.2 (Друга теорема Силова).

Нехай H i P – будь-якi двi силовськi p-пiдгрупи групи G. Тодi H “

aPa´1 для деякого елемента a P G. Iншими словами, всi силовськi p-
пiдгрупи спряженi в групi G.

Доведення. Нехай |G| “ pk ¨m, де p – просте число, pp,mq “ 1. Визна-
чимо дiю групи H на множинi pG : P q “ tgP | g P Gu лiвих сумiжних
класiв групи G за пiдгрупою P :

˝ : H ˆ pG : P q Ñ pG : P q, ˝ : ph, gP q ÞÑ phgqP.

Вiдносно цiєї дiї множина pG : P q розбивається на орбiти, довжини яких
дiлять порядок |H| “ pk групи H. Таким чином,

m “
pk ¨m

pk
“
|G|

|P |
“ |G : P | “ pn1 ` . . .` pns ,

де pn1 , . . . , pns – довжини орбiт.
Оскiльки pm, pq “ 1, то принаймнi одна орбiта має довжину pnt “ 1.

Нехай ця орбiта мiстить елемент aP P pG : P q, де a P G. Тодi HpaP q “
aP , а тому HpaPa´1q “ aPa´1. З того, що aPa´1 є групою випливає, що
H Ă aPa´1. Оскiльки |H| “ |P | “ |aPa´1|, то H “ aPa´1.

�

Теорема 10.3 (Третя теорема Силова).

Для кiлькостi sp силовських p-пiдгруп групи G має мiсце конгруенцiя
sp ” 1pmod pq та рiвнiсть sp “ |G : NpP q|, де P – довiльна силовська
p-пiдгрупа групи G.

Доведення. Нехай |G| “ pk ¨m, де p – просте число, pp,mq “ 1. Позна-
чимо через Sp - сiм’ю всiх силовських p-пiдгруп групи G. Тодi P P Sp.
Оскiльки за теоремою 10.2 всi силовськi p-пiдгрупи спряженi в групi G,
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то вiдносно дiї
˝ : Gˆ Sp Ñ Sp, ˝ : pg,Kq ÞÑ gKg´1

множина Sp є однорiдним G-простором (мiстить тiльки одну орбiту). От-
же, |Sp| дорiвнює iндексу нормалiзатора NpP q в групi G. Таким чином,
sp “ |Sp| “ |G : NpP q|.

Розглянемо дiю групи P на множинi Sp:
˝ : P ˆ Sp Ñ Sp, ˝ : pg,Kq ÞÑ gKg´1.

Вiдносно заданої дiї множина Sp розбивається на орбiти, довжини яких
є дiльниками порядку |P | “ pk групи P . Спершу опишемо всi одноеле-
ментнi орбiти вiдносно цiєї дiї. Нехай tHu – одноелементна орбiта, тодi
g´1Hg “ H для кожного g P P . Звiдки випливає, що P Ă NpHq. Оскiль-
ки H Ă NpHq, то P i H – силовськi p-пiдгрупи нормалiзатора NpHq
групи H. За теоремою 10.2 маємо, що P “ aHa´1 для деякого a P NpHq.
Оскiльки H “ aHa´1 “ P , то tP u – єдина одноелементна орбiта, а тому
решта орбiт мають довжину pr при r ě 1. Таким чином,
sp “ |Sp| “ |tP u|`|OpK1q|`. . .`|OpKnq| “ 1`pk1`. . .`pkn “ 1`pt, t P Z.
Звiдки слiдує конгруенцiя sp ” 1pmod pq.

�

Зауваження 10.1.

Нехай P – силовська p-пiдгрупа групи G, де |G| “ pk ¨ m, pp,mq “ 1.
Оскiльки P є пiдгрупою групи NpP q, то за теоремою Лагранжа |NpP q|
дiлиться на |P |. Тодi з рiвностi sp “ |G : NpP q| “ |G|

|NpP q|
випливає,

що кiлькiсть sp силовських p-пiдгруп групи G потрiбно шукати серед
дiльникiв числа m “

|G|
pk
.

Твердження 10.1.

Силовська p-пiдгрупа P є нормальною пiдгрупою групи G тодi i лише
тодi, коли sp “ 1.

Доведення. Дiйсно, група P є нормальною в G тодi i лише тодi, коли
NpP q “ G, що в свою чергу рiвносильно рiвностi sp “ |G : NpP q| “ 1.

�

Приклад 10.3. Покажемо, що кожна група G порядку 70 мiстить пiд-
групу порядку 10.
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Оскiльки згiдно з зауваженням 10.1 кiлькiсть s5 силовських 5-пiдгруп
групи G є дiльником |G|

5
“ 14 i s5 ” 1pmod 5q, то s5 P t1, 2, 7, 14u X

t1, 6, 11, 16, . . .u “ t1u. Таким чином, iснує єдина силовська 5-пiдгрупа
H порядку 5, а тому за твердженням 10.1 вона є нормальною в G. За
лемою 10.1 група G мiстить пiдгрупу K порядку 2. Оскiльки пiдгрупа
H нормальна, то H ¨K є пiдгрупою групи G i |HK| “ 10.

Приклад 10.4. Покажемо, що кожна група G порядку 33 є циклiчною.
Знайдемо кiлькiсть s3 силовських 3-пiдгруп та кiлькiсть s11 силов-

ських 11-пiдгруп групи G. Згiдно з зауваженням 10.1 число s3 є дiль-
ником |G|

3
“ 11 i за теоремою 10.3 має мiсце конгруенцiя s3 ” 1pmod 3q.

Тодi s3 P t1, 11u X t1, 4, 7, 10, 13, . . .u “ t1u. Отже, s3 “ 1, а тому за твер-
дженням 10.1 силовська 3-пiдгрупа H1 порядку |H1| “ 3 є нормальною
пiдгрупою групи G. Аналогiчно s11 є дiльником 3 i s11 “ 1pmod 11q, а
отже, s11 “ 1. Тому група G мiстить нормальну силовську 11-пiдгрупу
H2 порядку |H2| “ 11. Оскiльки за наслiдком 4.1 з теореми Лагранжа
всi неодиничнi елементи групи H1 мають порядок 3, а всi неодиничнi
елементи групи H2 порядок 11, то H1 X H2 “ teu. Звiдси слiдує, що
|H1 ¨H2| “ |H1| ¨ |H2| “ 33, а тому H1 ¨H2 “ G. Таким чином, група G
є внутрiшнiм прямим добутком нормальних пiдгруп H1 i H2. Оскiльки
групи H1 i H2 мають простий порядок, то вони є циклiчними, а тому
група G – C3 ˆ C11 є абелевою.

Нехай H1 “ xay, H2 “ xby. Покажемо, що елемент c “ ab “ ba має по-
рядок 3 ¨11 “ 33. За наслiдком 4.1 з теореми Лагранжа |c| P t1, 3, 11, 33u.
Якби |c| “ 1, то ab “ e, звiдки |a| “ |b|, i отримуємо суперечнiсть. Якщо
б |c| “ 3, то e “ pabq3 “ a3b3 “ b3, що суперечить |b| “ 11. Аналогiчно
у випадку |c| “ 11 отримаємо a11 “ e, звiдки e “ a2pa3q3 “ a2e “ a2 –
суперечнiсть з |a| “ 3. Таким чином, |c| “ 33, а тому породжена еле-
ментом c циклiчна пiдгрупа спiвпадає з групою G. Отже, G – циклiчна
група.

Приклад 10.5. Знайдемо кiлькiсть елементiв порядку 7 простої групи G
порядку 168.

Спершу вiдшукаємо кiлькiсть силовських 7-пiдгруп групи G поряд-
ку |G| “ 168 “ 23 ¨3¨7. Як вiдомо s7 є дiльником 168

7
“ 24 i s7 ” 1pmod 7q.

Отже, s7 P t1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24u X t1, 8, 15, 22, 29, . . .u “ t1, 8u. Оскiльки
група G проста, то вона не мiстить власних нормальних пiдгруп, а то-
му s7 ‰ 1 згiдно з твердженням 10.1. Таким чином, група G мiстить
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8 пiдгруп порядку 7. За наслiдком 4.1 з теореми Лагранжа кожен не-
одиничний елемент пiдгрупи порядку 7 має порядок 7. Отже, кожна
пiдгрупа порядку 7 мiстить 6 елементiв порядку 7. Двi рiзнi пiдгрупи
порядку 7 мають тривiальний перетин (бо iнакше спiльний неодини-
чний елемент мав би порядок 7 i породжував би їх обох, а тому вони
б спiвпадали). Таким чином, кiлькiсть елементiв порядку 7 дорiвнює
8 ¨ 6 “ 48.

Твердження 10.2.

Нехай група G має порядок |G| “ p2q, де p i q – рiзнi простi числа. Тодi
G мiстить нормальну силовську p-пiдгрупу або нормальну силовську
q-пiдгрупу.

Доведення. Припустимо супротивне, тодi за твердженням 10.1 отри-
маємо нерiвностi sp ą 1 i sq ą 1. Силовськi q-пiдгрупи мають порядок
q, а тому є циклiчними i породжуються будь-яким своїм неодиничним
елементом. Таким чином, кожен елемент порядку q породжує силовську
q-пiдгрупу. Оскiльки єдиними дiльниками q є 1 i q, то двi рiзнi силовськi
q-пiдгрупи мають тривiальний перетин. Звiдси випливає, що кiлькiсть
елементiв порядку q групи G дорiвнює sqpq ´ 1q. Згiдно з зауважен-
ням 10.1 число sq дiлить p2, а тому sq P tp, p2u.

Якщо sq “ p2, то кiлькiсть елементiв, порядком яких не є число q до-
рiвнює p2q ´ p2pq ´ 1q “ p2. Оскiльки силовська p-пiдгрупа має порядок
p2 i не може мiстити елементiв порядку q, то вона мiстить всi p2 еле-
ментiв, якi не мають порядку q. Звiдси випливає, що iнших силовських
p-пiдгруп немає, тобто sp “ 1 – суперечнiсть.

Нехай sq “ p. Тодi p “ sq ” 1pmod qq, а отже p ą q. Оскiльки sp
дiлить q, то sp “ q. Звiдки q ” 1pmod pq, а отже, q ą p. Таким чином,
початкове припущення не вiрне i група G мiстить нормальну силовську
p-пiдгрупу або нормальну силовську q-пiдгрупу.

�

Скiнченна група G називається нiльпотентною, якщо всi її силовськi пiд-
групи є нормальними. Зрозумiло, що кожна група порядку pn, де p – просте
число, є нiльпотентною.

Далi опишемо з точнiстю до iзоморфiзму всi групи порядкiв p, p2 i pq, де
p, q – простi числа.

Якщо порядок групи G дорiвнює p, то за наслiдком 4.1 з теореми Лагран-
жа кожен неодиничний елемент групи G має порядок p, а тому G є циклiчною
групою, породженою будь-яким неодиничним елементом. Таким чином, отри-
муємо наступне
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Твердження 10.3.

З точнiстю до iзоморфiзму iснує єдина група простого порядку p –
циклiчна Cp.

Перейдемо до опису всiх груп G порядку p2. Згiдно з наслiдком з тео-
реми Лагранжа порядок кожного неодиничного елемента групи G належить
множинi tp, p2u.

Якщо група G мiстить елемент порядку p2, то вона є циклiчною групою,
породженою даним елементом. Таким чином, в цьому випадку група G iзо-
морфна циклiчнiй групi Cp2 порядку p2.

Нехай кожен неодиничний елемент групи G має порядок p. Оберемо до-
вiльнi елементи a P Gzteu i b P Gzxay. Перетин циклiчних пiдгруп xay i xby
дорiвнює teu, бо якби xay X xby мiстив деякий неодиничний елемент, то поро-
джена ним пiдгрупа порядку p спiвпадала би як з xay, так i з xby. Оскiльки
згiдно з твердженням 7.3 група G є абелевою, то xay i xby – нормальнi в G
пiдгрупи. Крiм того, xay ¨ xby “ G. Отже, G – xay ˆ xby – Cp ˆ Cp.

Таким чином, отримуємо наступне

Твердження 10.4.

Якщо p – просте число, то з точнiстю до iзоморфiзму iснує двi групи
порядку p2 – Cp2 i Cp ˆ Cp.

Приклад 10.6. Покажемо, що кожна група G порядку 36 не є простою.
Згiдно з зауваженням 10.1 кiлькiсть s3 силовських 3-пiдгруп групи

G є дiльником |G|
9
“ 4 i s3 ” 1pmod 3q за теоремою 10.3, а тому s3 P

t1, 4u. Якщо s3 “ 1, то за твердженням 10.1 силовська 3-пiдгрупа є
нормальною. Нехай G мiстить 4 рiзнi силовськi 3-пiдгрупи порядку 9 i
H,K – довiльнi двi з них. Оскiльки |H| “ |K| “ 9, то за твердженням 7.3
данi групи є абелевими, а тому їх пiдгрупа HXK є нормальною як в K,
так i в H. З того, що H ‰ K i теореми Лагранжа випливає, що |HXK| P
t1, 3u. Якби |H X K| “ 1, то |HK| “ |H||K| “ 81 ą 36 “ |G|, а тому
|H XK| “ 3. Оскiльки H XK є нормальною в H i K, то нормалiзатор
NpH X Kq пiдгрупи H X K в групi G мiстить обидвi групи H i K.
Тодi з рiвностi |H X K| “ 3 випливає, що |NpH X Kq| ě 15. Оскiльки
група NpH X Kq Ă G мiстить пiдгрупу H, то за теоремою Лагранжа
|G| “ 36 дiлиться на |NpH X Kq| i |NpH X Kq| дiлиться на |H| “ 9.
Таким чином, |NpHXKq| P t18, 36u. Якщо |NpHXKq| “ 18, то пiдгрупа
NpHXKq iндекса 2 є нормальною вG. У випадку |NpHXKq| “ 36 маємо
G “ NpH XKq, а тому H XK є нормальною пiдгрупою групи G.
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Приклад 10.7. Доведемо, що кожна група G порядку 75950, яка мiстить
пiдгрупу iндекса 2, є розв’язною.

Нехай H – пiдгрупа iндекса 2 в групi G порядку |G| “ 2 ¨ 52 ¨ 72 ¨ 31.
Кожна група iндекса 2 є нормальною i факторгрупа G{H має порядок
2, тому є циклiчною, а отже, абелевою.

Оскiльки s31 є дiльником |H|
31
“ 5272 i s31 ” 1pmod 31q, то

s31 P t1, 5, 7, 25, 35, 49, 175, 245, 1225u.

Серед даних чисел тiльки для 1 виконується конгруенцiя, а тому s31 “ 1,
i група H мiстить нормальну силовську 31-пiдгрупу K.

Покажемо, що факторгрупа H{K є абелевою. Легко перевiрити, що
кожна група порядку 52 ¨ 72, зокрема i H{K, мiстить нормальну силов-
ську 5-пiдгрупу H1 порядку 25 i нормальну силовську 7-пiдгрупу H2

порядку 49. Оскiльки за наслiдком з теореми Лагранжа всi неодини-
чнi елементи групи H1 мають порядок 5 або 25, а всi неодиничнi еле-
менти групи H2 порядок 7 або 49, то H1 XH2 “ teu. Звiдси слiдує, що
|H1 ¨H2| “ |H1| ¨ |H2| “ 1225, а тому H{K – H1ˆH2. За твердженням 7.3
групи H1 i H2 є абелевими, а тому група H{K також є абелевою.

Тривiальна пiдгрупа teu є нормальною в кожнiй групi, зокрема в
групi K. Крiм того, факторгрупа K{teu – K простого порядку 31 є
циклiчною, а тому – абелева.

Таким чином, ми побудували нормальний ряд
G Ź H Ź K Ź teu

з абелевими факторгрупами G{H, H{K та K{teu. Отже, група G є
розв’язною.

Розглянемо групу G порядку |G| “ pq, де p, q – простi числа, p ă q.
Згiдно з теоремою 10.3 i зауваженням 10.1 для кiлькостi sq силовських q-

пiдгруп має мiсце конгруенцiя sq ” 1pmod qq i sq є дiльником |G|
q
“ p. Оскiльки

при t ě 1 маємо p ă q ă 1`qt, то sq “ 1. Отже, за твердженням 10.1 силовська
q-пiдгрупа Q порядку |Q| “ q є нормальною пiдгрупою групи G.

Кiлькiсть sp силовських p-пiдгруп є дiльником |G|
p
“ q, а отже, sp “ 1

або sp “ q. Крiм того, має мiсце конгруенцiя sp ” 1pmod pq. Якщо sp “ 1
(це гарантовано буде виконуватися у випадку, коли p не є дiльником q ´ 1),
то силовська p-пiдгрупа P порядку p є нормальною в G. Нехай a P Qzteu i
b P P zteu, а тому |a| “ q i |b| “ p. Тодi Q “ xay, P “ xby. З рiзних порядкiв
неодиничних елементiв груп Q i P випливає, що Q X P “ teu. Крiм того,
xay¨xby “ G, а отже, G – xayˆxby – CqˆCp – абелева група. Легко перевiрити,
що елемент c “ ab “ ba має порядок pq, а тому G “ xcy. Таким чином, у
випадку sp “ 1 група G є циклiчною, i G – Cq ˆCp – Cpq. Якщо ж sp “ q, то
за твердженням 10.1 група P не є нормальною пiдгрупою групи G. Оскiльки



94 I. ЕЛЕМЕНТИ ТЕОРIЇ ГРУП

група Q “ xay є нормальною, то b´1ab “ ar для деякого r P t1, . . . , q´1u. Якщо
r “ 1, то група G є абелевою. Нехай r ‰ 1. Тодi ari “ pb´1abqi “ b´1aib для
кожного i P Z, зокрема b´1arb “ ar

2 , звiдки випливає, що b´2ab2 “ b´1arb “
ar

2 , а отже, b´sabs “ ar
s для кожного s P Z. Таким чином, при s “ p маємо

a “ b´pabp “ ar
p , звiдки arp´1 “ e. Оскiльки |a| “ q, то rp ´ 1 дiлиться на q, а

отже, rp ” 1pmod qq. Крiм того, одержуємо формулу множення

pbxayqpbzatq “ bxpaybzqat “ bxpbzayr
z

qat “ bx`zayr
z`t, де x, y, z, t P Z.

Легко перевiрити, що якщо q ´ 1 дiлиться на p, rp ” 1pmod qq i r P
t2, . . . , q´1u, то дана формула визначає неабелеву групу порядку pq, породже-
ну елементами a i b. За малою теоремою Ферма конгруенцiя rq´1 ” 1pmod qq
має q ´ 1 розв’язкiв, якi утворюють циклiчну мультиплiкативну групу по-
рядку q ´ 1. Розв’язки конгруенцiї rp ” 1pmod qq утворюють циклiчну пiд-
групу порядку p, а тому тi з них, якi вiдмiннi вiд 1 ` qZ мають вигляд
r`qZ, r2`qZ, . . . , rp´1`qZ, де r`qZ – один з таких розв’язкiв. Всi цi розв’яз-
ки визначають одну i ту ж групу порядку pq, оскiльки замiна твiрного b на
bj веде до замiни r на rj.

Оскiльки Q Ÿ G, Q X P “ teu i Q ¨ P “ G, то в цьому випадку група G є
напiвпрямим добутком Q¸ P – Cq ¸ Cp груп Q i P .

Таким чином, отримуємо наступне

Твердження 10.5.

Нехай p, q простi числа, p ă q. Якщо q ´ 1 не дiлиться на p, то з
точнiстю до iзоморфiзму iснує єдина група порядку pq: циклiчна Cpq;
а коли q ´ 1 дiлиться на p, то – двi: циклiчна Cpq i неабелева

G “ xa, b | aq “ bp “ e, ab “ bary,

де rp ” 1pmod qq i r P t2, . . . , q ´ 1u.

Приклад 10.8. Опишемо всi неабелевi групи G порядку 8. Група G не
мiстить елемента порядку 8, бо iнакше вона була б циклiчною. Якщо
всi її елементи порядку 2, то ba “ a2bab2 “ apabq2b “ ab, а тому G
– абелева група. Таким чином, група G мiстить елемент a порядку 4.
Нехай b R xay “ H, тодi G “ H \ bH i b2 P H. Якщо b2 P ta, a3u, то b є
елементом порядку 8, i G – циклiчна група. Отже, b2 P te, a2u. Оскiльки
H є нормальною пiдгрупою групи G, то b´1ab P H. З того, що b´1ab є
елементом порядку 4 випливає b´1ab P ta, a3u. Якщо b´1ab “ a, то G є
абелевою групою, а тому b´1ab “ a3. Отже, з точнiстю до iзоморфiзму
є двi неабелевi групи G порядку 8:
D4 “ xa, b | a

4
“ b2 “ e, b´1ab “ a3y, Q8 “ xa, b | a

4
“ e, b2 “ a2, b´1ab “ a3y.
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Викорстовуючи ранiше отриманi результати, у наступнiй таблицi подамо
повну класифiкацiю з точнiстю до iзоморфiзму груп G порядку |G| ď 10:

порядок кiлькiсть абелевi неабелевi

1 1 C1 ´

2 1 C2 ´

3 1 C3 ´

4 2 C4, V4 – C2 ˆ C2 ´

5 1 C5 ´

6 2 C6 S3 – D3 – C3 ¸ C2

7 1 C7 ´

8 5 C8, C4 ˆ C2, C2 ˆ C2 ˆ C2 Q8, D4 – C4 ¸ C2

9 2 C9, C3 ˆ C3 ´

10 2 C10 D5 – C5 ¸ C2

Рекомендована лiтература : [10, с. 54–60], [11, с. 73–84], [14, с. 54–64], [15,
с. 139–149], [16, с. 227–238].

Вправи до лекцiї 10.
10.1. Виписати всi силовськi 2-пiдгрупи i 3-пiдгрупи груп S3 i A4.

10.2. Для кожної пари pH,P q силовських 2-пiдгруп групи S3 знайти такий
елемент a P S3, що H “ aPa´1.

10.3. Знайти порядки всiх силовських пiдгруп симетричної групи S20.

10.4. Знайти порядок силовської p–пiдгрупи групи Spk .

10.5. Скiльки силовських 7-пiдгруп i 11-пiдгруп мiстить група порядку 4235?

10.6. Скiльки пiдгруп порядку 5 мiстить знакозмiнна група A5?

10.7. Довести, що не iснує простих груп порядкiв 350, 196, 200.

10.8. Скiльки елементiв порядку 5 мiстить група порядку 255, яка не має
нормальних пiдгруп порядку 5?

10.9. Скiльки рiзних силовських 3-пiдгруп i силовських 5-пiдгруп в неабе-
левiй групi порядку 225?

10.10. Показати, що всi групи порядкiв 15, 101, 143 та 2431 є циклiчними.

10.11. Довести, що всi силовськi пiдгрупи групи порядку 11025 є абелевими.

10.12. Довести, що кожна група порядку 5929 є абелевою.

10.13. Показати, що кожна група порядку 385 мiстить нормальну пiдгрупу
порядку 77.
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10.14. Довести, що група G порядку 715 мiстить пiдгрупи всiх порядкiв,
якi є дiльниками 715.

10.15. Довести, що кожна група порядку 30 мiстить пiдгрупу iндекса 2.

10.16. Показати, що групи порядкiв 56 i 80 мiстять нормальнi силовськi
пiдгрупи.

10.17. Нехай G – група порядку 48. Показати, що перетин кожних двох
рiзних силовських 2-пiдгруп групи G має порядок 8.

10.18. Довести, що всi групи порядкiв 1815 i 1474 є розв’язними.

10.19. Чи iснують нерозв’язнi групи порядку 27783?

10.20. З’ясувати, чи є група S3 нiльпотентною.

10.21. Показати, щ кожна група порядку 1225 – нiльпотентна.

10.22. Довести, що кожна нiльпотентна група є розв’язною.

10.23. Довести, що pG, ˝q, де
G “ pZ3zt0uq ˆ Z3, pa1, b1q ˝ pa2, b2q “ pa1a2, a1b2 ` b1q,

є групою, iзоморфною симетричнiй групi S3.

10.24. В групi pG, ˝q знайти неабелеву пiдгрупу порядку 21, якщо
G “ pZ7zt0uq ˆ Z7, pa1, b1q ˝ pa2, b2q “ pa1a2, a1b2 ` b1q.

10.25. Нехай p, q – простi числа i q ´ 1 дiлиться на p. Довести, що група
pG, ˝q, де

G “ pZqzt0uq ˆ Zq, pa1, b1q ˝ pa2, b2q “ pa1a2, a1b2 ` b1q,
мiстить неабелеву пiдгрупу порядку pq.

10.26. Довести, що якщо |G| “ p2q2 ‰ 36 (де p i q – простi числа), то G
мiстить нормальну силовську пiдгрупу.

10.27. Довести, що скiнченна група G розкладається в прямий добуток сво-
їх силовських пiдгруп тодi й лише тодi, коли вона для кожного простого дiль-
ника p свого порядку мiстить єдину силовську p–пiдгрупу.

10.28. Довести, що всi групи порядкiв p2q та 2pq, де p, q – простi числа, є
розв’язними.

10.29. Нехай H – нормальна пiдгрупа скiнченної групи G, P – силовська
p-пiдгрупа групи H. Довести, що G “ NpP qH.

10.30. Довести, що якщо пiдгрупа K скiнченої групи G мiстить нормалiза-
тор деякої силовської пiдгрупи, то NpKq “ K.



Роздiл II

Елементи теорiї кiлець

Лекцiя 1. Основнi означення. Класи кiлець
Трiйка pR, B , d q, де R – множина, B : R ˆ R Ñ R, d : R ˆ R Ñ R –

бiнарнi операцiї, називається кiльцем, якщо виконуються наступнi умови:
1) pR, Bq – абелева група;
2) pR, dq – напiвгрупа;
3) для кожних a, b, c P R мають мiсце рiвностi

adpbBcq “ pad bqBpad cq,

paBbqd c “ pad cqBpbd cq.

Для спрощення запису надалi вважатимемо, що бiнарна операцiя d має
вищий прiоритет, нiж B . Якщо з контексту зрозумiло, про якi бiнарнi операцiї
йде мова, то замiсть pR, B , dq писатимемо R.

Приклад 1.1. Нехай pG, Bq – абелева група з одиницею e. Визначимо
бiнарну операцiю d : G ˆ G Ñ G поклавши a d b “ e для кожних
a, b P G. Тодi pG, B , dq – кiльце. Дiйсно,

adpbd cq “ ad e “ e “ ed c “ pad bqd c,

adpbBcq “ e “ eBe “ pad bqBpad cq,

paBbqd c “ e “ eBe “ pad cqBpbd cq.

Приклад 1.2. Бiльшiсть вiдомих нам числових множин з операцiями
додавання i множення є кiльцями: pZ,`, ¨q, pQ,`, ¨q, pR,`, ¨q, pC,`, ¨q.
Трiйка pN,`, ¨q не є кiльцем, оскiльки pN,`q не є групою.

Якщо pR, B , d q – кiльце, то потужнiсть |R| множини R називається по-
рядком кiльця. Кiльце скiнченного порядку називатимемо скiнченним.

Одиницю групи pR, Bq називатимемо нулем кiльця pR, B , d q i познача-
тимемо θ. Обернений елемент до елемента a групи pR, Bq називатимемо про-
тилежним елементом до a i позначатимемо aa. Домовимося також через
aab позначати елемент aBpabq.

97



98 II. ЕЛЕМЕНТИ ТЕОРIЇ КIЛЕЦЬ

Твердження 1.1.

Нехай pR, B , d q – кiльце. Тодi для кожних a, b P R мають мiсце рiв-
ностi:

1) ad θ “ θd a “ θ;
2) apad bq “ paaqd b “ adpabq.

Доведення. 1) Оскiльки
θBad θ “ ad θ “ adpθBθq “ ad θBad θ i
θBθd a “ θd a “ pθBθqd a “ θd aBθd a,

то ad θ “ θ “ θd a.

2) З рiвностей
ad bBpaaqd b “ paaaqd b “ θd b “ θ i
ad bBadpabq “ adpbabq “ ad θ “ θ

випливає, що apad bq “ paaqd b “ adpabq.
�

Кiльце pR, B , d q називається комутативним, якщо a d b “ b d a для
кожних a, b P R. Якщо pR, d q – моноїд з одиницею e, то кiльце pR, B , d q
називається кiльцем з одиницею, а елемент e – одиницею кiльця.

Приклад 1.3. Нехай R – кiльце, n P N. Позначимо через Mpn,Rq мно-
жину всiх nˆ n-матриць з елементами з кiльця R. Множина Mpn,Rq з
операцiями додавання i множення матриць є кiльцем з одиницею. Якщо
R ‰ tθu i n ě 2, то кiльце Mpn,Rq не є комутативним.

Елемент a кiльця pR, B , dq називається iдемпотентом, якщо ad a “ a.

Приклад 1.4. Якщо R – кiльце з одиницею e, то в кiльцi Mp2, Rq для

кожного a P R матриця

˜

e a

θ θ

¸

є iдемпотентом, оскiльки

˜

e a

θ θ

¸˜

e a

θ θ

¸

“

˜

e a

θ θ

¸

.

Елемент a ‰ θ кiльця pR, B ,dq називається дiльником нуля, якщо adb “ θ

для деякого b P R, b ‰ θ.
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Приклад 1.5. У кiльцi Mp2, Rq матрицi

˜

a θ

θ θ

¸

i

˜

θ θ

θ b

¸

, де a, b P

Rztθu, є дiльниками нуля, оскiльки
˜

a θ

θ θ

¸˜

θ θ

θ b

¸

“

˜

θ θ

θ θ

¸

i

˜

θ θ

θ b

¸˜

a θ

θ θ

¸

“

˜

θ θ

θ θ

¸

.

Якщо R “ tθu, то кiльце R називатимемо тривiальним, в iншому випадку
– нетривiальним.

Нетривiальне комутативне кiльце з одиницею називається цiлiсним кiль-
цем або областю цiлiсностi, якщо воно не мiстить дiльникiв нуля, тобто з
рiвностi ad b “ θ випливає, що a “ θ або b “ θ.

Твердження 1.2.

Нехай pR, B ,dq – нетривiальне комутативне кiльце з одиницею. Кiль-
це R є цiлiсним тодi i лише тодi, коли для кожного a P Rztθu лiвий
зсув

la : RÑ R, lapxq “ adx,

є iн’єктивним вiдображенням.

Доведення. Нехай R – цiлiсне кiльце i a ‰ θ. Якщо lapxq “ lapyq, то
adx “ ad y, а тому adpxayq “ θ. Оскiльки a ‰ θ i R – цiлiсне кiльце,
то xay “ θ, звiдки x “ y. Отже, la – iн’єктивне вiдображення.

Нехай кiльце R не є цiлiсним. Тодi iснують такi елементи a, b P R,
a ‰ θ, b ‰ θ, що ad b “ θ. Оскiльки lapθq “ ad θ “ θ “ ad b “ lapbq, то
вiдображення la не є iн’єктивним.

�

Кiльце pR, B , dq з одиницею e ‰ θ називається тiлом, якщо pRztθu, dq є
групою, тобто для кожного a P R, a ‰ θ, iснує a´1 P R, що ada´1 “ a´1da “ e.
Комутативне тiло називається полем.

Кожне поле pF, B , dq є цiлiсним кiльцем. Дiйсно, якщо a, b P F , ad b “ θ

i a ‰ θ, то iснує a´1 P R, що a d a´1 “ a´1 d a “ e. Але тодi b “ e d b “

a´1d ad b “ a´1d θ “ θ.

Приклад 1.6. Кiльця pQ,`, ¨q, pR,`, ¨q, pC,`, ¨q є полями, а pZ,`, ¨q –
цiлiсне кiльце, яке не є полем.
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Твердження 1.3.

Кожне скiнченне цiлiсне кiльце є полем.

Доведення. Нехай pR, B , d q – скiнченне цiлiсне кiльце. Тодi R – ко-
мутативне кiльце з одиницею e. Нехай a P R, a ‰ θ. За твердженням 1.2
вiдображення la : R Ñ R, lapxq “ ad x, є iн’єктивним. Оскiльки кiль-
це R є скiнченним, то la – сюр’єктивне вiдображення. Тодi для одиницi
e P R iснує такий x P R, що lapxq “ e, звiдки ad x “ e i x “ a´1. Таким
чином, для кожного ненульового елемента a кiльця R iснує обернений
a´1 P R, а тому R – поле.

�

Нехай pR, B , d q – кiльце з одиницею e. Позначимо через R˚ множину
всiх оборотних елементiв моноїда pR, dq. Якщо a i b – оборотнi елементи, то
pad bq´1 “ b´1da´1 i pa´1q´1 “ a, а тому R˚ – група, яка називається групою
дiльникiв одиницi кiльця R.

Приклад 1.7. У кiльцi pZ,`, ¨q з рiвностi ab “ 1 випливає, що a “ b “ 1
або a “ b “ ´1, а тому Z˚ “ t1,´1u.

Зрозумiло, що комутативне кiльце F з одиницею є полем тодi i лише тодi,
коли F ˚ “ F ztθu.

Серед непорожнiх пiдмножин кiльця R деякi можуть також бути кiль-
цями. Пiдмножина K кiльця R називається пiдкiльцем, якщо K є кiльцем
вiдносно тих же операцiй, якi визначенi на R. Зауважимо, що кожне кiльце R
мiстить нульове пiдкiльце tθu i пiдкiльце R. Цi пiдкiльця називаються три-
вiальними пiдкiльцями. Власним пiдкiльцем кiльця R називається пiдкiльце
K ‰ R.

З твердження 1.4 роздiлу I випливає наступне

Твердження 1.4 (Критерiй пiдкiльця).

Непорожня пiдмножина K кiльця pR, B , d q є пiдкiльцем кiльця R
тодi i лише тодi, коли aab, ad b P K для всiх a, b P K.

Приклад 1.8. Розглянемо кiльце pR,`, ¨q. Оскiльки a ´ b, ab P Z для
будь-яких цiлих чисел a i b, то Z є пiдкiльцем кiльця R. Проте для
натурального числа 1 P N протилежний до нього в кiльцi R елемент ´1
не є натуральним числом, а тому N не є пiдкiльцем кiльця R.



Лекцiя 1. ОСНОВНI ОЗНАЧЕННЯ. КЛАСИ КIЛЕЦЬ 101

Твердження 1.5.

Перетин довiльної непорожньої сiм’ї пiдкiлець кiльця R є пiдкiльцем
кiльця R.

Доведення. Нехай K “
Ş

iPI Ri, де Ri – пiдкiльце кiльця R для ко-
жного i P I, I – непорожня множина iндексiв. Якщо a, b P K, то a, b P Ri

для кожного i P I, а тому aab, ad b P Ri, звiдки aab, ad b P K. Таким
чином, K – пiдкiльце кiльця R за твердженням 1.4. �

Нехай A – непорожня пiдмножина кiльця R. Перетин всiх пiдкiлець кiльця
R, якi мiстять пiдмножину A, називається пiдкiльцем, породженим множи-
ною A, i позначається xAy. Якщо K – пiдкiльце кiльця R i a P RzK, то будемо
казати, що пiдкiльце K 1 “ xK Y tauy отримане приєднанням до K елемента
a, i записувати K 1 “ Kras.

Приклад 1.9. Кiльце Z цiлих чисел є пiдкiльцем кiльця C комплексних
чисел. Кiльце Zris спiвпадає з множиною ta` bi | a, b P Zu, що не скла-
дно перевiрити, враховуючи рiвнiсть i2 “ ´1. Кiльце Zris називається
кiльцем цiлих гаусових чисел.

Пiдполем P поля F називається пiдкiльце в F , яке також є полем. У цьому
випадку поле F називають розширенням поля P . З означення випливає, що
одиниця i нуль поля F мiстяться також у P i є для P одиницею i нулем. Якщо
розглянути в F перетин P 1 усiх пiдполiв, якi мiстять P i деякий елемент
a P F zP , то P 1 є мiнiмальним полем, що мiстить множину P Y tau. У
цьому випадку кажуть, що розширення P 1 поля P отримане приєднанням до
P елемента a i записують P 1 “ P paq.

Приклад 1.10. Поле Q рацiональних чисел є пiдполем поля R дiйсних
чисел, а R – розширення поля Q. Поле Qp

?
3q спiвпадає з множиною

ta` b
?

3 | a, b P Qu, що не складно перевiрити, враховуючи рiвностi

p
?

3q2 “ 3 i
1

a` b
?

3
“

a

a2 ´ 3b2
´

b

a2 ´ 3b2

?
3

для a` b
?

3 ‰ 0.

Нехай pR, B , dq – кiльце. Для кожних n P N, r P R покладемо

n ¨ r “ r Br B . . . Br
loooooomoooooon

n

.
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Якщо iснує таке натуральне число n, що для кожного r P R виконується
рiвнiсть n ¨ r “ θ, то найменше m з таких чисел n називається характери-
стикою кiльця R, а саме кiльце R називається кiльцем (додатньої ) характе-
ристики m. Якщо такого натурального n не iснує, то кiльце R називається
кiльцем характеристики нуль. Через charR позначимо характеристику кiль-
ця R.

Зрозумiло, що charR “ 1 тодi i лише тодi, коли R “ tθu.
Якщо pR, B , dq – скiнченне кiльце порядку n, то за теоремою Лагранжа

порядок |r| кожного елемента r абелевої групи pR, Bq є дiльником n. Заува-
жимо, що замiсть позначення rk, яке використовувалося для запису степеня
елемента r в теорiї груп, вживаємо позначення k ¨ r. Оскiльки θ – одиниця
абелевої групи pR, Bq, то |r|¨r “ θ для кожного r P R. Звiдси випливає, що ха-
рактеристика кiльця R дорiвнює найменшому спiльному кратному порядкiв
всiх елементiв абелевої групи pR, Bq i не перевищує n. Зокрема, якщо група
pR, Bq є циклiчною, то характеристика кiльця pR, B , dq дорiвнює |R|.

Приклад 1.11. Нескiнченнi числовi кiльця pZ,`, ¨q, pQ,`, ¨q, pR,`, ¨q i
pC,`, ¨q мають характеристику нуль.

Приклад 1.12. Розглянемо циклiчну групу C2 “ t´1, 1u з операцiєю мно-
ження i її злiченний степiнь pC2q

ω з операцiєю покомпонентного множе-
ння ˝. Тодi e “ p1, 1, . . . , 1, . . .q – одиниця групи pC2q

ω. Визначимо бiнар-
ну операцiю d на pC2q

ω, поклавши adb “ e для кожних a, b P pC2q
ω. Тодi

ppC2q
ω, ˝, dq – кiльце. Оскiльки порядок кожного неодиничного елемен-

та групи ppC2q
ω, ˝q дорiвнює 2, то характеристика кiльця ppC2q

ω, ˝, d q
також дорiвнює 2. Побудоване кiльце є прикладом нескiнченного кiльця
додатньої характеристики.

Твердження 1.6.

Якщо цiлiсне кiльце pR, B , dq має додатню характеристику p, то p –
просте число.

Доведення. Нехай e – одиниця кiльця pR, B ,dq. Оскiльки цiлiсне кiль-
це мiстить ненульовий елемент, то charR ě 2. Якщо p – складене число,
то p “ km, де k,m P t2, . . . , p´ 1u. Тодi

θ “ p ¨ e “ pkmq ¨ e “ pk ¨ eqd pm ¨ eq.

Оскiльки кiльце R є цiлiсним, то k ¨ e “ θ або m ¨ e “ θ.
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Таким чином,
k ¨ r “ k ¨ ped rq “ pk ¨ eqd r “ θd r “ θ для всiх r P R

або
m ¨ r “ m ¨ ped rq “ pm ¨ eqd r “ θd r “ θ для всiх r P R,

що суперечить мiнiмальностi p з означення характеристики.
�

Теорема 1.1.

Характеристика скiнченного поля pF, B , dq є простим числом.

Доведення. Оскiльки поле є цiлiсним кiльцем i мiстить щонайменше
два елементи – нуль θ i одиницю e ‰ θ, то враховуючи твердження 1.6,
достатньо довести, що скiнченне поле має додатню характеристику. Роз-
глянемо в полi F елементи

e, 2 ¨ e, 3 ¨ e, . . . , n ¨ e, . . . .

Оскiльки поле F мiстить скiнченну кiлькiсть рiзних елементiв, то
iснують такi числа k,m P N, k ă m, що k ¨ e “ m ¨ e. Тодi pm´ kq ¨ e “ θ
i m´ k ą 0. Таким чином,
pm´kq ¨ r “ pm´kq ¨ pedrq “ ppm´kq ¨ eqdr “ θdr “ θ для всiх r P R,
а тому F має додатню характеристику.

�

Рекомендована лiтература : [4, с. 50–57], [9, с. 151–154, 157–163], [13, с. 90–96],
[15, с. 223–239], [16, с. 239–245].

Вправи до лекцiї 1.
1.1. Показати, що множина матриць вигляду

˜

a b

0 a

¸

, де a, b P Z,

з операцiями додавання i множення матриць утворює комутативне кiльце з
одиницею. Знайти iдемпотенти та оборотнi елементи.

1.2. З’ясувати, чи утворює кiльце множина

R “

"

a` b
?

5i

2

 a, b – цiлi числа однакової парностi
*

вiдносно операцiй додавання i множення комплексних чисел.
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1.3. Знайти всi дiльники нуля та iдемпотенти в кiльцi матриць вигляду
˜

a b

2b a

¸

, де a, b P R.

1.4. Нехай pG, Bq – абелева група. З’ясувати, чи трiйка pG, B ,dq є кiльцем,
де ad b “ b для кожних a, b P G.

1.5. Показати, що множина матриць вигляду
˜

a b

0 c

¸

, де a, b, c P R,

є пiдкiльцем кiльця Mp2,Rq.

1.6. З’ясувати, чи є пiдкiльцем поля pR,`, ¨q множина K “ ta` b 3
?

5 | a, b P
Qu.

1.7. Нехай u – оборотний елемент кiльця pR, B , d q з одиницею. Довести,
що елемент au також є оборотним.

1.8. Довести, що пiдмножина

Qp 3
?

2q “ ta` b
3
?

2` c
3
?

4 | a, b, c P Qu
є пiдполем поля дiйсних чисел.

1.9. Знайти елемент, обернений до елемента 1´ 3
?

2` 2 3
?

4 в полi Qp 3
?

2q.

1.10. Довести, що для кожної множини X трiйка pPpXq,M,Xq, де PpXq –
множина всiх пiдмножин множини X, є комутативним кiльцем з одиницею.
Знайти оборотнi елементи, дiльники нуля та iдемпотенти. Охарактеризувати
множини X, для яких pPpXq,M,Xq – поле.

1.11. Охарактеризувати множини X, для яких pPpXq,M,Yq – кiльце.

1.12. Знайти характеристику кiльця pPpXq,M,Xq.

1.13. Показати, що оборотний елемент кiльця з одиницею не може бути
дiльником нуля.

1.14. Довести, що кожне цiлiсне кiльце мiстить рiвно два iдемпотенти –
нуль i одиницю кiльця.

1.15. Довести, що кiльце Zr
?

2s мiстить нескiнченну кiлькiсть оборотних
елементiв.

1.16. Центром кiльця pR, B , dq називається множина

ZpRq “ ta P R | ad r “ rd a для всiх r P Ru.

Довести, що ZpRq – комутативне пiдкiльце кiльця R.
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1.17. Нехай R – кiльце, в якому e “ θ. Довести, що R “ tθu.

1.18. Нехай pR, B , d q i pS, ¯ ,fq – кiльця. На декартовому добутку R ˆ S
визначимо операцiї ‹ i ˝ наступним чином:

pr, sq ‹ pr1, s1q “ pr Br1, s¯s1q, pr, sq ˝ pr1, s1q “ prd r1, sf s1q.

Довести, що pR ˆ S, ‹, ˝q – кiльце.

1.19. Довести, що 4R “ tpr, rq | r P Ru є пiдкiльцем кiльця R ˆR.

1.20. Кiльце pR, B , d q називається булевим, якщо r d r “ r для кожного
r P R. Довести, що кожне булеве кiльце є комутативним.

1.21. Нехай pR, B , d q – булеве кiльце. Довести, що r Br “ θ для кожного
r P R.

1.22. Довести, що булеве кiльце з одиницею, яке мiстить бiльше двох еле-
ментiв, не є цiлiсним.

1.23. Довести, що непорожня скiнченна пiдмножина K є пiдкiльцем кiльця
pR, B , dq тодi i лише тодi, коли aBb P K i ad b P K для будь-яких a, b P K.

1.24. У множинi H виразiв a` bi` cj` dk, де i2 “ j2 “ k2 “ ´1, ij “ k, ji “
´k, jk “ i, kj “ ´i, ki “ j, ik “ ´j, a, b, c, d P R, введено бiнарнi операцiї B i
d :

pa1`b1i`c1j`d1kqBpa2`b2i`c2j`d2kq “ pa1`a2q`pb1`b2qi`pc1`c2qj`pd1`d2qk

pa1 ` b1i` c1j ` d1kqd pa2 ` b2i` c2j ` d2kq “ pa1a2 ´ b1b2 ´ c1c2 ´ d1d2q`

`pa1b2`b1a2`d1c2´c1d2qi`pa1c2`c1a2´b1d2`d1b2qj`pa1d2`d1a2`b1c2´c1b2qk.

Довести, що pH, B , d q – некомутативне тiло. Тiло H називається тiлом ква-
тернiонiв.

1.25. Нехай pR, B ,dq – кiльце, X – довiльна непорожня множина. Довести,
що множина всiх функцiй f : X Ñ R є кiльцем вiдносно операцiй

pf¯gqpxq “ fpxqBgpxq, pf ¨ gqpxq “ fpxqd gpxq.

1.26. Довести, що в кiльцi всiх функцiй f : r0, 1s Ñ R оборотними елемента-
ми є такi функцiї f , що fpxq ‰ 0 для кожного x P r0, 1s. Показати, що вiдмiннi
вiд нуля кiльця необоротнi елементи є дiльниками нуля.

1.27. З’ясувати, чи є пiдкiльцем кiльця всiх функцiй f : r0, 1s Ñ R пiдмно-
жина всiх функцiй g : r0, 1s Ñ R, де gpxq “ 0 для кожного x P QX r0, 1s.

1.28. Нехай pR,`, ¨q – кiльце дiйсних чисел, X “ ra, bs – замкнений iнтервал
в R. Довести, що множина Cra,bs всiх неперервних функцiй f : X Ñ R є
кiльцем з одиницею вiдносно операцiй

pf¯gqpxq “ fpxq ` gpxq, pf ¨ gqpxq “ fpxqgpxq.
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1.29. Показати, що функцiя f : r0, 1s Ñ R, fpxq “ x ´ 1
2
не є нi оборотним

елементом, нi дiльником нуля в кiльцi Cr0,1s всiх неперервних функцiй f :
r0, 1s Ñ R. Чи мiстить дiльники нуля кiльце Cr0,1s?

1.30. Нехай pR, B , dq – комутативне кiльце простої характеристики p. До-
вести, що

paBbqp
n

“ ap
n

Bbp
n

, paabqp
n

“ ap
n

abp
n

для всiх a, b P R, n P N.

Лекцiя 2. Гомоморфiзми та iдеали кiлець
Нехай pR, B ,dq i pR1, ,̄fq – кiльця. Вiдображення ϕ : RÑ R1 називається

гомоморфiзмом кiльця R в кiльце R1, якщо

ϕpaBbq “ ϕpaq¯ϕpbq,

ϕpad bq “ ϕpaq f ϕpbq

для будь-яких a, b P R.
Ядром гомоморфiзму ϕ : R Ñ R1 називається множина всiх елементiв

кiльця R, якi вiдображаються в нуль θ1 кiльця R1 i позначається Kerϕ, тобто

Kerϕ “ tr P R | ϕprq “ θ1u.

Образ ϕpRq “ tϕprq | r P Ru гомоморфiзму ϕ : R Ñ R1 позначають через
Imϕ.

З твердження 6.1 роздiлу I випливає наступне

Твердження 2.1.

Образ Imϕ гомоморфiзму ϕ : RÑ R1 є пiдкiльцем кiльця R1.

Гомоморфiзм ϕ : R Ñ R1 називається мономорфiзмом, якщо Kerϕ “ tθu.
Легко перевiрити, що гомоморфiзм ϕ є мономорфiзмом тодi i лише тодi, коли
вiдображення ϕ є iн’єкцiєю.

Якщо Imϕ “ R1, то гомоморфiзм ϕ : R Ñ R1 називається епiморфiзмом.
Зрозумiло, що в цьому випадку ϕ – сюр’єкцiя.

Гомоморфiзм ϕ : R Ñ R1, який є одночасно мономорфiзмом i епiморфi-
змом, називається iзоморфiзмом, а кiльця R i R1 – iзоморфними. У цьому
випадку пишемо R – R1. Гомоморфiзм ϕ : R Ñ R1 є iзоморфiзмом тодi i ли-
ше тодi, коли вiдображення ϕ є бiєкцiєю. Iзоморфнi кiльця мають однакову
будову, а тому в теорiї кiлець вони не розрiзняються.
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Приклад 2.1. Розглянемо кiльця Mp2,Qq i Qr
?

2s “ ta` b
?

2 | a, b P Qu.
Визначимо вiдображення

ϕ : Qr
?

2s ÑMp2,Qq, ϕpa` b
?

2q “

˜

a b

2b a

¸

.

Оскiльки

ϕppa1 ` b1
?

2q ` pa2 ` b2
?

2qq “ ϕppa1 ` a2q ` pb1 ` b2q
?

2q “

“

˜

a1 ` a2 b1 ` b2
2pb1 ` b2q a1 ` a2

¸

“

˜

a1 b1
2b1 a1

¸

`

˜

a2 b2
2b2 a2

¸

“

“ ϕpa1 ` b1
?

2q ` ϕpa2 ` b2
?

2q

i
ϕppa1 ` b1

?
2qpa2 ` b2

?
2qq “ ϕppa1a2 ` 2b1b2q ` pa1b2 ` b1a2q

?
2q “

“

˜

a1a2 ` 2b1b2 a1b2 ` b1a2
2pa1b2 ` b1a2q a1a2 ` 2b1b2

¸

“

˜

a1 b1
2b1 a1

¸˜

a2 b2
2b2 a2

¸

“

“ ϕpa1 ` b1
?

2qϕpa2 ` b2
?

2q,

то ϕ – гомоморфiзм. Очевидно, що ϕ є мономорфiзмом, але не є епiмор-
фiзмом кiльця Qr

?
2s в кiльце Mp2,Qq.

Проте кiльця Qr
?

2s i

#˜

a b

2b a

¸  a, b P Q
+

– iзоморфнi.

У теорiї груп нормальнi пiдгрупи групи вiдiгравали дуже важливу роль.
У теорiї кiлець аналогом нормальних пiдгруп є спецiальнi пiдкiльця кiлець,
якi називаються iдеалами.

Пiдкiльце I кiльця pR, B , d q називається лiвим (правим) iдеалом кiльця
R, якщо R d I Ă I (I d R Ă I), тобто r d a P I (a d r P I) для кожних
r P R, a P I. Пiдкiльце I кiльця R називається iдеалом кiльця R, якщо воно
є лiвим i правим iдеалом одночасно. Зрозумiло, що в комутативному кiльцi
поняття лiвого iдеалу, правого iдеалу та iдеалу спiвпадають.

Кожне кiльце R мiстить iдеали tθu i R, якi називатимемо тривiальними
iдеалами. Власним iдеалом кiльця R називається iдеал I ‰ R.

Приклад 2.2. Нехай pQ,`, ¨q – кiльце рацiональних чисел. Тодi пiдмно-
жина Z є пiдкiльцем кiльця Q, але не є iдеалом. Дiйсно, 1 P Z, 1

2
P Q,

але 1 ¨ 1
2
“ 1

2
R Z.
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Приклад 2.3. Нехай pR, B ,dq – кiльце, a P R. Пiдмножина Rda є лiвим
iдеалом кiльця R. Дiйсно, якщо r1da, r2da P Rda, то pr1daqapr2daq “
pr1ar2qd a P Rd a, а також sdprd aq “ psd rqd a P Rd a для кожних
r d a P Rd a, s P R. Аналогiчно пiдмножина adR є правим iдеалом
кiльця R.

Зауважимо, що елемент a P R може не належати множинам Rd a,
adR: у кiльцi p2Z,`, ¨q iдеал 2p2Zq “ 4Z не мiстить числа 2.

Нехай pR, B , d q – комутативне кiльце. Тодi найменшим iдеалом, який
мiстить елемент a P R, є iдеал

xay “ trd aBn ¨ a | r P R, n P Zu.

Iдеал xay комутативного кiльця R називається головним iдеалом, поро-
дженим елементом a P R. Якщо R – комутативне кiльце з одиницею, то
xay “ Rd a “ adR.

Iдеал I комутативного кiльця R називається головним, якщо I “ xay для
деякого a P R. Якщо кожен iдеал цiлiсного кiльця R є головним, то R нази-
вається кiльцем головних iдеалiв.

Кожне поле pF, B , d q є кiльцем головних iдеалiв. Дiйсно, якщо iдеал
I ‰ tθu “ xθy, то ненульовий елемент r P I має обернений r´1 в полi F . Тодi
e “ r´1dr P r´1dI Ă I, звiдки r “ edr P Idr Ă I для кожного r P F . Таким
чином, I “ F “ xey.

Якщо I – iдеал кiльця pR, B ,dq, то I є нормальною пiдгрупою абелевої гру-
пи pR, Bq. Тому можна розглядати факторгрупу групи pR, Bq за пiдгрупою
I, яка також є абелевою. Елементами R{I є сумiжнi класи вигляду r “ r BI.
Крiм того, r Bs “ r Bs.

Теорема 2.1.

Нехай I – iдеал кiльця pR, B , dq. Факторгрупа групи pR, Bq за пiдгру-
пою I є кiльцем з операцiєю

pr BIqd psBIq “ rd sBI.

Доведення. Розглянемо довiльнi два елементи r “ r BI та s “ sBI
множини R{I. Покажемо, що добуток rds не залежить вiд вибору пред-
ставникiв класiв r i s. Нехай r1 P r, s1 P s, тодi r1 “ r Ba, s1 “ sBb для
деяких a, b P I. Тодi

r1d s1 “ pr Baqd psBbq “ rd sBrd bBad sBad b.

Оскiльки I – iдеал, то rd bBad sBad b P I, а тому r1d s1 P rd sBI.
Таким чином, операцiя rd s “ rd s є коректно визначеною на R{I.
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З рiвностей

prd sqd t “ rd sd t “ prd sqd t “ rdpsd tq “ rd sd t “ rdpsd tq,

rdpsB tq “ rdsB t “ rdpsB tq “ rd sBrd t “ rd sBrd t “ rdsBrd t,

pr Bsqd t “ r Bsd t “ pr Bsqd t “ rd tBsd t “ rd tBsd t “ rd tBsd t

випливає, що pR{I, B , dq – кiльце. �

Кiльце pR{I, B , d q називається факторкiльцем кiльця R за iдеалом I.
Елементи кiльця R{I називатимемо класами лишкiв кiльця R за модулем
iдеалу I. Елементи a i b кiльця R називатимемо конгруентними за модулем I

та записувати a ” bpmodIq, якщо aab P I, тобто коли вони належать одному
класу лишкiв кiльця R за модулем iдеалу I.

Приклад 2.4. Розглянемо у кiльцi цiлих чисел pZ,`, ¨q головнi iдеали
xmy “ mZ, породженi натуральними числами m. Через Zm позначимо
факторкiльце Z{xmy. Елементи кiльця Zm мають вигляд:

a “ a` xmy “ a`mZ “ ta`mt | t P Zu.
Кiльце Zm мiстить m рiзних елементiв: 0, 1, . . . ,m´ 1.

Приклад 2.5. Таблицi Келi кiльця Z6 мають вигляд:

` 0 1 2 3 4 5 ¨ 0 1 2 3 4 5

0 0 1 2 3 4 5 0 0 0 0 0 0 0

1 1 2 3 4 5 0 1 0 1 2 3 4 5

2 2 3 4 5 0 1 2 0 2 4 0 2 4

3 3 4 5 0 1 2 3 0 3 0 3 0 3

4 4 5 0 1 2 3 4 0 4 2 0 4 2

5 5 0 1 2 3 4 5 0 5 4 3 2 1

Аналiзуючи таблицю Келi множення елементiв кiльця Z6, бачимо,
що Z˚6 “ t1, 5} – група дiльникiв одиницi; елементи 2, 3, 4 – дiльники
нуля; а 0, 1, 3, 4 – iдемпотенти.

Теорема 2.2.

Факторкiльце Zp кiльця Z за головним iдеалом, породженим простим
числом p, є полем.
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Доведення. Згiдно з твердженням 1.3 достатньо показати, що Zp є
цiлiсним кiльцем. Зрозумiло, що Zp – комутативне кiльце з одиницею 1.
Нехай a, b P Zp i a ¨ b “ 0. Тодi ab “ 0 “ pZ, а тому ab дiлиться на p.
Оскiльки p – просте число, то a дiлиться на p або b дiлиться на p, тобто
a P pZ або b P pZ. Таким чином, a “ 0 або b “ 0, а тому Zp – цiлiсне
кiльце. �

Нехай pR, B , dq – кiльце, I – його iдеал. Розглянемо вiдображення

π : RÑ R{I, πprq “ r.

Оскiльки
πpr Bsq “ r Bs “ r Bs “ πprqBπpsq,

πprd sq “ rd s “ rd s “ πprqdπpsq

для кожних r, s P R, то вiдображення π є гомоморфiзмом.
Гомоморфiзм π : R Ñ R{I називається природнiм гомоморфiзмом кiльця

R на факторкiльце R{I. Очевидно, що Kerπ “ I.

Твердження 2.2.

Нехай pR, B ,dq i pR1, ,̄fq – кiльця. Ядро Kerϕ кожного гомоморфiзму
ϕ : RÑ R1 є iдеалом кiльця R.

Доведення. З теорiї груп вiдомо, що Kerϕ є пiдгрупою абелевої групи
pR, Bq (див. твердження 6.1 роздiлу I). Нехай r P R, a P Kerϕ. Тодi
rd a, ad r P Kerϕ. Дiйсно,

ϕprd aq “ ϕprq f ϕpaq “ ϕprq f θ1 “ θ1

i
ϕpad rq “ ϕpaq f ϕprq “ θ1 f ϕprq “ θ1.

�

Теорема 2.3 (Основна теорема про гомоморфiзми для кiлець).

Якщо ϕ : R Ñ R1 – гомоморфiзм кiлець pR, B , d q i pR1, ¯ ,fq, то
факторкiльце кiльця R за ядром Kerϕ iзоморфне образу Imϕ, тобто
R{Kerϕ – Imϕ. Зокрема, якщо ϕ : RÑ R1 – епiморфiзм, то R{Kerϕ –
R1.

Доведення. Оскiльки за твердженням 2.2 ядро I “ Kerϕ є iдеалом
кiльця R, то факторкiльце R{I iснує. Поставимо у вiдповiднiсть еле-
менту r “ r BI, де r P R, факторкiльця R{I елемент ϕprq пiдкiльця
Imϕ “ ϕpRq кiльця R1, тобто визначимо вiдповiднiсть

ψ : R{I Ñ Imϕ Ă R1, ψprq “ ϕprq.
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Оскiльки r “ πprq, де π : RÑ R{I – природнiй гомоморфiзм, то для
кожного r P R маємо ψpπprqq “ ϕprq, тобто ψ ˝ π “ ϕ.

Зобразимо визначену вiдповiднiсть дiаграмами:

R
ϕ //

π

&&

R1 r � ϕ //
�

π

��

ϕprq

R{I

ψ

>>

r
:
ψ

==

Якщо r1 P r, то r1 “ r Ba для деякого a P I, а тому
ϕpr1q “ ϕpr Baq “ ϕprq¯ϕpaq “ ϕprq¯θ1 “ ϕprq.

Таким чином, вiдповiднiсть ψ не залежить вiд вибору представника
класу, а тому кожному елементу r P R{I ставиться у вiдповiднiсть єди-
ний елемент ϕprq P Imϕ, тобто ψ є вiдображенням кiльця R{I в кiльце
Imϕ.

Оскiльки
ψpr Bsq “ ψpr Bsq “ ϕpr Bsq “ ϕprq¯ϕpsq “ ψprq¯ψpsq,

ψprd sq “ ψprd sq “ ϕprd sq “ ϕprq f ϕpsq “ ψprq f ψpsq,

то ψ – гомоморфiзм.
Якщо ϕprq – довiльний елемент образу Imϕ, то ϕprq “ ψprq, тобто ψ

– сюр’єкцiя.
Якщо ψprq “ ψpsq, то ϕprq “ ϕpsq, звiдки ϕprasq “ θ1. Отже, ras P

Kerϕ “ I, тобто r “ s. Таким чином, ψ – iн’єкцiя, а тому ψ – iзоморфiзм
кiлець R{I i Imϕ.

�

Характеризацiйна теорема 2.1.

Поле pF, B , d q є полем простої характеристики p тодi i лише тодi,
коли воно мiстить пiдполе, iзоморфне полю Zp.

Доведення. Нехай pF, B , d q – поле характеристики p, e – одиниця
поля F . Розглянемо вiдображення

ϕ : ZÑ F, ϕpnq “ n ¨ e “ eBeB . . . Be
loooooomoooooon

n

.

Вiдображення ϕ – гомоморфiзм, дiйсно
ϕpn`mq “ pn`mq ¨ e “ n ¨ eBm ¨ e “ ϕpnqBϕpmq,

ϕpnmq “ pnmq ¨ e “ n ¨ edm ¨ e “ ϕpnqdϕpmq.

Оскiльки p – характеристика поля F , то
Kerϕ “ tn P Z | ϕpnq “ θu “ tn P Z | n ¨ e “ θu “ pZ “ xpy.
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Тодi Imϕ – Z{xpy “ Zp за теоремою 2.3.
Нехай поле pF, B , d q мiстить пiдполе P , iзоморфне полю Zp. Якщо

e – одиниця поля F , то e P P , а тому p ¨ e “ eB . . . Be
loooomoooon

p

“ θ. Тодi для

кожного r P F маємо
p ¨ r “ p ¨ ped rq “ pp ¨ eqd r “ θd r “ θ.

Таким чином, charF “ p.
�

Наслiдок 2.1.

Кожне скiнченне поле має порядок pn, де p – просте число, n P N.

Доведення. Нехай pF, B , d q – скiнченне поле. Згiдно з теоремою 1.1
характеристика поля F дорiвнює деякому простому числу p. За хара-
ктеризацiйною теоремою 2.1 поле F мiстить пiдполе Zp, а тому F можна
розглядати як лiнiйний простiр над полем Zp. Нехай pe1, e2, . . . , enq – база
даного лiнiйного простору. Тодi кожен елемент з F має єдине зображе-
ння вигляду

a1d e1 Ba2d e2 B . . . Band en, де ai P Zp, i P t1, . . . , nu.

Оскiльки кожен елемент ai можна обрати p способами з множини
Zp, то за комбiнаторним правилом множення кiлькiсть елементiв поля
F дорiвнює p ¨ p ¨ . . . ¨ p

looooomooooon

n

“ pn.

�

Характеризацiйна теорема 2.2.

Поле pF, B , d q є полем характеристики нуль тодi i лише тодi, коли
воно мiстить пiдполе, iзоморфне полю Q рацiональних чисел.

Доведення. Нехай pF, B ,dq – поле характеристики нуль, e – одиниця
поля F . Знайдемо ядро гомоморфiзму ϕ : ZÑ F, ϕpnq “ n ¨ e.

Kerϕ “ tn P Z | ϕpnq “ θu “ tn P Z | n ¨ e “ θu “ t0u.

Тодi ϕ є мономорфiзмом i поле F мiстить пiдкiльце Imϕ, iзоморфне
кiльцю цiлих чисел Z. Оскiльки F – поле, то a

b
:“ ab´1 P F для кожних

a, b P Imϕ, b ‰ 0. Звiдси випливає, що F мiстить пiдполе, iзоморфне
полю Q рацiональних чисел.

Нехай поле pF, B , dq мiстить пiдполе P , iзоморфне полю Q. Якщо e
– одиниця поля F , то e P P , а тому з n ¨e “ θ випливає, що n “ 0. Таким
чином, charF “ 0.
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�

Власний iдеал M кiльця pR, B , dq називається максимальним, якщо для
кожного iдеалу I кiльця R з включень M Ă I Ă R випливає, що I “ M або
I “ R.

Характеризацiйна теорема 2.3.

Нехай pR, B , d q – комутативне кiльце з одиницею, M – iдеал кiльця
R. Iдеал M є максимальним тодi i лише тодi, коли R{M – поле.

Доведення. НехайM – максимальний iдеал кiльця pR, B ,dq. Оскiльки
кiльце R є комутативним кiльцем з одиницею e, то R{M – комутативне
кiльце з одиницею e “ eBM . Покажемо, що кожен ненульовий елемент
a P R{M має обернений. Оскiльки a ‰ θ “M , то a RM .

Покладемо I “ trd aBm | r P R,m P Mu i покажемо, що I – iдеал
кiльця R. Якщо r1d aBm1 та r2d aBm2 – елементи множини I, то

pr1d aBm1qapr2d aBm2q “ pr1ar2qd aBpm1am2q P I.

Крiм того, rd I Ă I для кожного r P R.
Оскiльки M – максимальний iдеал i I Ń M , то I “ R. Тодi e “

ad bBm для деяких b P R, m PM . Таким чином,
ad b “ ad b “ ad bBM “ eamBM “ eBM “ e i paq´1 “ b.

Нехай M – iдеал кiльця R i R{M – поле. Оскiльки R{M – поле,
то воно мiстить не менше двох елементiв: θ “ M i e “ eBM . Звiдси
випливає, що M – власний iдеал кiльця R. Нехай I – iдеал кiльця R i
I Ń M . Оберемо елемент a P IzM . Тодi a ‰ M “ θ, а тому ad b “ e
для деякого b P R{M . Отже, ad bBM “ eBM , тобто ad bBm1 “ eBm2

для деяких m1,m2 P M . Таким чином, e “ ad bBm1am2 P I, а тому
r “ ed r P I для кожного r P R. Отже, I “ R. �

Власний iдеал P кiльця pR, B ,dq називається простим, якщо для кожних
a, b P R з належностi ad b P P випливає, що a P P або b P P .

Характеризацiйна теорема 2.4.

Нехай pR, B , dq – комутативне кiльце з одиницею, P – власний iдеал
кiльця R. Iдеал P є простим тодi i лише тодi, коли R{P – цiлiсне
кiльце.

Доведення. Нехай P – простий iдеал кiльця pR, B , dq i adb “ θ. Тодi
ad bBP “ P , а отже, ad b P P . Якщо a R P , то b P P за означенням
простого iдеалу. Але тодi b “ P “ θ, i R{P – цiлiсне кiльце.
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Нехай P – iдеал кiльця R, R{P – цiлiсне кiльце i a d b P P . Тодi
adb “ ad b “ P “ θ. Звiдси випливає, що a “ θ або b “ θ за означенням
цiлiсного кiльця. Таким чином, a P P або b P P , а тому P – простий iдеал.

�

Оскiльки кожне поле є цiлiсним кiльцем, то з характеризацiйних тео-
рем 2.3 i 2.4 випливає наступне

Твердження 2.3.

Кожен максимальний iдеал комутативного кiльця з одиницею є про-
стим.

Приклад 2.6. Якщо p – просте натуральне число, то за теоремою 2.2
факторкiльце Z{xpy є полем. Тодi з характеризацiйних теорем 2.3 i 2.4
випливає, що головний iдеал xpy є максимальним i простим. Якщо ж m
– складене натуральне число, то факторкiльце Z{xmy мiстить дiльники
нуля, а тому не є цiлiсним кiльцем i, зокрема, полем. У цьому випадку
головний iдеал xmy не є нi максимальним, нi простим.

Рекомендована лiтература : [4, с. 57–73], [9, с. 155–157], [10, с. 142–150],[13,
с. 90–96], [15, с. 239–260], [16, с. 246–252].

Вправи до лекцiї 2.
2.1. З’ясувати, чи є вiдображення f : Z Ñ Z, fpnq “ 3n, гомоморфiзмом
кiльця pZ,`, ¨q в себе.

2.2. Довести, що вiдображення ψ : CÑ C, ψpa`biq “ a´bi, є iзоморфiзмом.

2.3. Нехай

R “

#˜

a b

0 c

¸  a, b, c P Z
+

.

Довести, що вiдображення

ϕ : RÑ Zˆ Z, ϕ

˜

a b

0 c

¸

“ pa, cq,

є епiморфiзмом. Знайти його ядро.

2.4. Довести, що кiльця Qr
?

3is та

R “

#˜

a ´3b

b a

¸  a, b P Q
+

є iзоморфними.
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2.5. Нехай ϕ – вiдображення кiльця R “

#˜

a b

b a

¸  a, b P Z
+

на кiльце

Z цiлих чисел, причому ϕ

˜

a b

b a

¸

“ a´ b. Довести, що ϕ – гомоморфiзм, i

знайти його ядро.

2.6. Довести, що множина матриць вигляду
˜

a b

´b a

¸

, де a, b P R,

з операцiями додавання i множення матриць утворює поле, iзоморфне полю
комплексних чисел.

2.7. Нехай Cra,bs – кiльце неперервних дiйснозначних функцiй на вiдрiзку
ra, bs. Довести, що для кожного α P ra, bs вiдображення

ϕα : Cra,bs Ñ R, ϕαpfq “ fpαq,

є гомоморфiзмом.

2.8. Чи є лiвим iдеалом або правим iдеалом кiльця Mp2,Zq пiдмножина
матриць вигляду

˜

m 0

n 0

¸

, де m,n P Z?

2.9. З’ясувати, якi з наступних пiдмножин є iдеалами кiльця Zˆ Z:

а) tpa, aq | a P Zu; б) tp2a, 0q | a P Zu; в) tpa,´aq | a P Zu.

2.10. Довести, що x2´
?

3y “ Zr
?

3s.

2.11. Знайти всi дiльники нуля, оборотнi елементи та iдемпотенти в кiльцi
Z12.

2.12. Довести, що пiдмножина P “ t0, 2, 4, 6, 8, 10u є простим iдеалом кiльця
Z12.

2.13. Знайти характеристику кiльця Zm.

2.14. Знайти всi iдеали кiльця Z15. Якi з цих iдеалiв є простими або макси-
мальними?

2.15. У кiльцi pPpNq,M,Xq навести приклад iдеалу, який не є головним.

2.16. Охарактеризувати множини X, для яких pPpXq,M,Xq – кiльце голов-
них iдеалiв.



116 II. ЕЛЕМЕНТИ ТЕОРIЇ КIЛЕЦЬ

2.17. Довести, що в кiльцi Z при m ě 1 a ” bpmodxmyq тодi i лише тодi,
коли a´ b дiлиться на m.

2.18. Побудувати таблицi Келi факторкiльця Zris{x3iy. Знайти його хара-
ктеристику.

2.19. Знайти всi дiльники нуля, iдемпотенти та оборотнi елементи в фа-
кторкiльцi Zr

?
3s{x2y.

2.20. Довести, що нетривiальне комутативне кiльце з одиницею, яке не має
нетривiальних iдеалiв, є полем.

2.21. Нехай M – iдеал кiльця R. Довести, що якщо всi ненульовi елементи
множини RzM оборотнi, то M – єдиний максимальний iдеал кiльця R.

2.22. Нехай R – кiльце всiх неперервних функцiй f : r0, 1s Ñ R,

I “ tf P R | fp1{3q “ fp1{2q “ 0u.

Довести, що I – iдеал кiльця R, який не є простим.

2.23. Нехай R – комутативне кiльце з одиницею, P – простий iдеал в R,
який не мiстить дiльникiв нуля. Довести, що R – цiлiсне кiльце.

2.24. Довести, що в булевому кiльцi кожен простий iдеал є максимальним.

2.25. Нехай K – пiдкiльце кiльця R, I – iдеал кiльця R. Довести, що K X I
– iдеал кiльця K.

2.26. Довести, що кожен нетривiальний iдеал кiльця Zris мiстить натураль-
не число.

2.27. У кiльцi цiлих чисел навести приклад простого iдеалу, який не є ма-
ксимальним.

2.28. Довести, що в кiльцi Zˆ Z максимальнi iдеали мають вигляд pZˆ Z
або Zˆ pZ для деякого простого p.

2.29. Нехай ϕ : R Ñ S – епiморфiзм кiлець. Довести, що образ центру
кiльця R мiститься в центрi кiльця S.

2.30. Довести, що з точнiстю до iзоморфiзму iснує два кiльця простого по-
рядку p.
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Лекцiя 3. Евклiдовi кiльця. Подiльнiсть
Нехай pR, B , dq – цiлiсне кiльце. Довiльна функцiя

δ : RÑ NY t0u, для якої δpθq “ 0,

називається нормою цiлiсного кiльця R. Якщо δpaq ą 0 при a ‰ θ, то кажемо,
що норма δ є додатньою.

Цiлiсне кiльце pR, B , d q називається евклiдовим, якщо iснує така норма
δ : R Ñ N Y t0u, що для будь-яких a, b P R, b ‰ θ, iснують елементи q, r P R,
для яких

a “ bd q Br, де r “ θ або δprq ă δpbq.

Елемент q називається неповною часткою, а елемент r – остачею вiд дiлення
a на b.

Приклад 3.1. Кожне поле pF, B , d q є евклiдовим кiльцем з нормою
δpaq “ 0 для кожного a P F . Дiйсно, якщо a, b P F , b ‰ θ, то поклавши
q “ b´1d a, отримаємо, що a “ bq ` θ.

Твердження 3.1.

Кiльце pZ,`, ¨q є евклiдовим.

Доведення. Визначимо додатню норму δ на кiльцi pZ,`, ¨q, поклавши
δpaq “ |a|.

Нехай a, b P Z, b ‰ 0.
Розглянемо спершу випадок b ą 0. Оскiльки напiввiдкритi iнтервали

rnb, pn` 1qbq, n P Z
утворюють розбиття дiйсної прямої R, то a належить одному з них,
скажiмо

a P rqb, pq ` 1qbq для деякого q P Z.
Покладемо r “ a´ bq. Тодi a “ bq ` r i 0 ď r ă b “ |b| “ δpbq.

Якщо b ă 0, то ´b ą 0, а тому за попереднiми мiркуваннями
a “ p´bqq ` r, де q P Z i 0 ď r ă | ´ b| “ |b|.

Звiдси a “ bp´qq ` r, де ´q P Z i 0 ď r ă |b| “ δpbq.
�

Твердження 3.2.

Кiльце цiлих гаусових чисел pZris,`, ¨q є евклiдовим.



118 II. ЕЛЕМЕНТИ ТЕОРIЇ КIЛЕЦЬ

Доведення. Нагадаємо, що кiльце цiлих гаусових чисел
Zris “ ta` bi | a, b P Zu

є пiдкiльцем поля C комплексних чисел.
Спершу покажемо, що pZris,`, ¨q – цiлiсне кiльце. Дiйсно, дане кiльце

є комутативним з одиницею 1 “ 1` 0i.
Якщо pa` biqpc` diq “ 0` 0i, то |pa` biqpc` diq| “ 0, звiдки

pa2 ` b2qpc2 ` d2q “ |a` bi|2|c` di|2 “ |pa` biqpc` diq|2 “ 0.

Тодi a2 ` b2 “ 0 або c2 ` d2 “ 0, а отже, a “ b “ 0 або c “ d “ 0. Таким
чином, a` bi “ 0` 0i або c` di “ 0` 0i, а тому Zris – цiлiсне кiльце.

Визначимо додатню норму δ на кiльцi pZris,`, ¨q, поклавши

δpm` niq “ |m` ni|2 “ m2
` n2.

Зауважимо, що для кожних α, β P C:
δpαβq “ |αβ|2 “ p|α||β|q2 “ |α|2|β|2 “ δpαqδpβq.

Нехай a, b P Zris, b ‰ 0. Тодi a
b
P C, а тому a

b
“ α ` βi, де α, β P Q.

Оберемо “найближчi” до α i β такi цiлi числа k i s, що α “ k`ρ, β “ s`µ,
|ρ| ď 1

2
, |µ| ď 1

2
. Тодi

a “ bppk ` ρq ` ps` µqiq “ bpk ` siq ` bpρ` µiq.

Покладемо q “ k ` si P Zris, r “ a´ bq “ bpρ` µiq. Оскiльки a, b, q P
Zris, то r P Zris.

Тодi a “ bq ` r, де r “ 0` 0i, якщо ρ “ µ “ 0, i

δprq “ δpbpρ`µiqq “ δpbqδpρ`µiq “ δpbqpρ2`µ2
q ď δpbq

´1

4
`

1

4

¯

“
1

2
δpbq ă δpbq

Таким чином, Zris – евклiдове кiльце.
�

Твердження 3.3.

Кожне евклiдове кiльце є кiльцем головних iдеалiв.

Доведення. Нехай I – iдеал евклiдового кiльця pR, B , d q. Якщо I “
tθu, то I “ xθy – головний iдеал. В iншому випадку оберемо в iдеалi
I ненульовий елемент d з найменшою нормою δpdq. Оскiльки d P I, то
xdy Ă I.

Нехай a – довiльний елемент iдеалу I. Оскiльки R – евклiдове кiльце,
то iснують такi елементи q, r P R, що a “ ddq Br, де r “ θ або δprq ă δpdq.
Оскiльки a, d P I, то r “ aadd q P I. З мiнiмальностi норми елемента
d в iдеалi I випливає, що r “ θ, а тому a “ dd q P ddR “ xdy. Таким
чином, I “ xdy – головний iдеал.

�
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Надалi pR, B ,dq – комутативне кiльце з одиницею e. Кажемо, що елемент
a P R дiлиться на елемент b P R в кiльцi R або елемент b P R є дiльником
елемента a P R, якщо a “ bdc для деякого c P R. Якщо елемент a дiлиться на
елемент b, то a “ bdc P bdR “ xby, звiдки xay Ă xby. Зрозумiло, що i навпаки:
якщо xay Ă xby, то a дiлиться на b. Дiльники одиницi – це оборотнi елементи
кiльця R. Нагадаємо, що оборотнi елементи утворюють пiдгрупу напiвгрупи
pR, dq, яку ми домовилися позначати R˚.

Твердження 3.4.

Нехай pR, B , d q – комутативне кiльце з одиницею. Елемент r P R є
оборотним тодi i лише тодi, коли xry “ R.

Доведення. Якщо елемент r є оборотним, то e “ r´1d r P Rd r “ xry.
Але тодi s “ sd e P sdxry Ă xry для кожного s P R, а отже, xry “ R.

Нехай R “ xry “ rdR. Оскiльки R – комутативне кiльце з одиницею
e, то e “ rd a “ ad r для деякого a P R. Таким чином, r – оборотний
елемент.

�

Елементи a i b кiльця R називаються асоцiйованими, якщо iснує такий
оборотний елемент f P R˚, що a “ bd f . Оскiльки вiдношення ρ

aρb ô a i b – асоцiйованi елементи

є вiдношенням еквiвалентностi, то кiльце R розбивається на класи асоцiйо-
ваних елементiв. Позначимо через rrs клас асоцiйованих з елементом r P R
елементiв.

Твердження 3.5.

Нехай pR, B , dq – цiлiсне кiльце. Елементи a i b є асоцiйованими тодi
i лише тодi, коли xay “ xby.

Доведення. Якщо елементи a i b асоцiйованi, то що a “ b d f для
деякого f P R˚, звiдки b “ adf´1. Оскiльки a дiлиться на b i b дiлиться
на a, то xay Ă xby i xby Ă xay, звiдки xay “ xby.

Нехай xay “ xby. Якщо a “ θ, то xby “ xay “ tθu, звiдки b “ θ. Тодi
bde “ θde “ θ “ a, а тому елементи a i b – асоцiйованi. Нехай a ‰ θ. З
рiвностi xay “ xby випливає, що a є дiльником b i b є дiльником a, звiдки
a “ bd c i b “ ad d для деяких c, d P R. Тодi a “ bd c “ ad dd c, звiдки
adpeadd cq “ θ. Оскiльки кiльце R цiлiсне i a ‰ θ, то dd c “ e. Таким
чином, елементи c i d – оборотнi, а тому a i b – асоцiйованi.

�
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Приклад 3.2. У кiльцi pZ,`, ¨q з рiвностi ab “ 1 випливає, що a “ b “ 1
або a “ b “ ´1. Отже, кiльце Z мiстить два оборотнi елементи, а тому
Z˚ “ t´1, 1u. Таким чином, для кожного a P Z клас ras асоцiйованих з
a елементiв дорiвнює t´a, au.

Приклад 3.3. Нехай a` bi – оборотний елемент у кiльцi pZris,`, ¨q. Тодi
з рiвностi pa` biqpc` diq “ 1` 0i випливає, що |pa` biqpc` diq| “ pa2 `
b2qpc2`d2q “ 1. Звiдки a2` b2 “ 1, i pa, bq P tp1, 0q, p´1, 0q, p0, 1q, p0,´1qu.
Таким чином, Zris˚ “ t1,´1, i,´iu. Для кожного a`bi P Zris клас ra`bis
асоцiйованих з a ` bi елементiв дорiвнює pa ` biqZris˚ “ ta ` bi,´a ´
bi,´b` ai, b´ aiu.

З твердження 3.5 випливає, що кожному головному iдеалу xry цiлiсного
кiльця R взаємно однозначно вiдповiдає клас rrs асоцiйованих з r елементiв.

Елемент c P R називається простим елементом кiльця R, якщо вiн не
є оборотним елементом i не має iнших дiльникiв, крiм асоцiйованих з ним
елементiв i оборотних елементiв.

Приклад 3.4. Цiле число 2 є простим елементом кiльця pZ,`, ¨q, але не
є простим елементом кiльця pZris,`, ¨q, оскiльки 2 “ p1` iqp1´ iq.

Теорема 3.1.

Нехай pR, B , d q – кiльце головних iдеалiв. Елемент c P R є простим
елементом кiльця R тодi i лише тодi, коли факторкiльце R{xcy є по-
лем.

Доведення. Якщо c – оборотний елемент, то xcy “ R за тверджен-
ням 3.4 i факторкiльце R{xcy має порядок 1, а тому не може бути полем.

Якщо c – не оборотний i не простий елемент, то c має деякий дiльник
a P R, який не є асоцiйованим з c i не є оборотним елементом. Нехай
c “ a d b, де b P R. Тодi xcy Ă xay i xcy ‰ xay за твердженням 3.5.
Оскiльки a не є оборотним, то xay Ł R за твердженням 3.4. Таким чином,
iдеал xcy не є максимальним, а тому факторкiльце R{xcy не є полем за
характеризацiйною теоремою 2.3.

Нехай c – простий елемент кiльця R. Оскiльки c не є оборотним, то
xcy ‰ R. Нехай I Ą xcy – iдеал кiльця R. Оскiльки R – кiльце головних
iдеалiв, то I “ xay для деякого a P R. Отже, c P xay i a – дiльник елемента
c. Тому a – або оборотний елемент, або асоцiйований з c елемент. Таким
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чином, I “ R або I “ xcy за твердженнями 3.4 i 3.5. Звiдси випливає,
що xcy – максимальний iдеал, а тому факторкiльце R{xcy є полем за
характеризацiйною теоремою 2.3.

�

Приклад 3.5. Простими елементами кiльця pZ,`, ¨q є числа p i ´p, де p –
просте натуральне число. Оскiльки pZ,`, ¨q є кiльцем головних iдеалiв
за твердженнями 3.1 i 3.3, то факторкiльце Z{I є полем тодi i лише тодi,
коли I “ xpy “ x´py, де p – просте число.

Приклад 3.6. Число 3 є простим елементом кiльця цiлих гаусових чи-
сел Zris. Дiйсно, якщо 3 “ pa ` biqpc ` diq, де a, b, c, d P Z, то pa2 `
b2qpc2 ` d2q “ 9, звiдки a2 ` b2 “ 1, a2 ` b2 “ 3 або a2 ` b2 “ 9. Оскiль-
ки рiвняння a2 ` b2 “ 3 не має розв’язкiв у цiлих числах, то pa, bq P
tp1, 0q, p´1, 0q, p0, 1q, p0,´1qu або pa, bq P tp3, 0q, p´3, 0q, p0, 3q, p0,´3qu, а
тому a` bi – оборотний елемент або асоцiйований з 3 елемент.

Оскiльки Zris – кiльце головних iдеалiв за твердженнями 3.2 i 3.3,
то за теоремою 3.1 факторкiльце

Zris{x3y “ t0, 1, 2, i, 1` i, 2` i, 2i, 1` 2i, 2` 2iu

є полем порядку 9. Згiдно з твердженнями 2.3 i 2.3 iдеал x3y є макси-
мальним i простим в кiльцi Zris.

Ненульовий елемент d кiльця R називається найбiльшим спiльним дiльни-
ком елементiв a, b P R (одночасно не рiвних нулю кiльця), якщо виконуються
наступнi умови:

1) d є дiльником елементiв a i b;
2) d дiлиться на будь-який iнший спiльний дiльник елементiв a i b.
Через pa, bq позначимо найбiльший спiльний дiльник елементiв a i b. Якщо

pa, bq є оборотним елементом кiльця R, то елементи a i b називаються взаємно
простими.

Нехай pR, B , d q – кiльце головних iдеалiв. Два ненульових елемента a i
b породжують iдеал xa, by “ trd aBsd b | r, s P Ru, який також є головним,
тобто породжується деяким елементом d P R. Отже, d “ r d aBs d b для
деяких r, s P R, звiдки випливає, що d дiлиться на кожен спiльний дiльник
елементiв a i b. Оскiльки xay Ă xdy i xby Ă xdy, то d є дiльником елементiв
a i b, а тому є їх найбiльшим спiльним дiльником. Якщо d1 – асоцiйований з
d елемент, то xd1y “ xdy за твердженням 3.5, а тому d1 також є найбiльшим
спiльним дiльником елементiв a i b. Таким чином, в кiльцi головних iдеалiв
будь-якi два (одночасно не рiвнi нулю кiльця) елементи мають найбiльший
спiльний дiльник, який визначається з точнiстю до асоцiйованих елементiв
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(можна вважати, що найбiльший спiльний дiльник є класом асоцiйованих
елементiв).

Зауваження 3.1.

Бiльш формально в кiльцi головних iдеалiв слiд би було розглядати
поняття найбiльшого спiльного дiльника головних iдеалiв або класiв
асоцiйованостi. Проте такий пiдхiд є складнiшим для розумiння i за-
своєння.

Твердження 3.6.

Нехай pR, B , dq – кiльце головних iдеалiв. Якщо елементи a, b, q, r P R
зв’язанi спiввiдношенням a “ bd q Br, то pa, bq “ pb, rq з точнiстю до
асоцiйованостi.

Доведення. З рiвностi a “ bdq Br випливає, що кожен спiльний дiль-
ник елементiв b i r є дiльником елемента a. I навпаки, з рiвностi r “
aa b d q випливає, що кожен спiльний дiльник елементiв a i b є дiль-
ником елемента r. Таким чином, множина спiльних дiльникiв елементiв
a i b спiвпадає з множиною спiльних дiльникiв елементiв b i r. А тому
pa, bq “ pb, rq з точнiстю до асоцiйованостi. �

Для знаходження найбiльшого спiльного дiльника двох елементiв евклiдо-
вого кiльця pR, B , dq використовують простий метод, названий алгоритмом
Евклiда.

Нехай a, b P R, b ‰ θ. Тодi

a “ bd q0 Br1 δpr1q ă δpbq

b “ r1d q1 Br2 δpr2q ă δpr1q

r1 “ r2d q2 Br3 δpr3q ă δpr2q

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

rn´2 “ rn´1d qn´1 Brn δprnq ă δprn´1q

rn´1 “ rnd qn

Тут rn – остання ненульова остача. Така остача rn iснує, оскiльки послi-
довнiсть δpbq ą δpr1q ą . . . ą δprnq є спадною послiдовнiстю невiд’ємних цiлих
чисел, а тому не може бути нескiнченною.

Тодi за твердженням 3.6 маємо:

pa, bq “ pb, r1q “ pr1, r2q “ . . . “ prn´1, rnq “ prn, θq “ rn.

Таким чином, найбiльший спiльний дiльник двох елементiв евклiдового
кiльця дорiвнює останнiй ненульовiй остачi алгоритму Евклiда для цих еле-
ментiв.
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Приклад 3.7. Використовуючи алгоритм Евклiда, знайдемо найбiльший
спiльний дiльник елементiв 6´ 17i та 18` i евклiдового кiльця Zris цi-
лих гаусових чисел. Для вiдшукання неповних часток i остач в процесi
дiлення використовуватимемо метод, описаний при доведеннi твердже-
ння 3.2:

6´ 17i

18` i
“
p6´ 17iqp18´ iq

p18` iqp18´ iq
“

91´ 312i

325
“ ´i`

´ 91

325
`

13

325
i
¯

Нагадаємо, що в останнiй рiвностi числа α “ 91
325

i β “ ´312
325

записанi
у виглядi

α “ k ` ρ, β “ s` µ, де k, s P Z, |ρ| ď
1

2
, |µ| ď

1

2
.

Тодi
6´ 17i “ p18` iqp´iq ` p5` iq, причому δp5` iq “ 26 ă 325 “ δp18` iq.

Отже, 5` i – перша остача.

18` i

5` i
“
p18` iqp5´ iq

p5` iqp5´ iq
“

91´ 13i

26
“

7´ i

2
“ 3`

´1

2
´

1

2
i
¯

Звiдси
18` i “ p5` iq ¨ 3` p3´ 2iq, причому δp3´ 2iq “ 13 ă 26 “ δp5` iq.

Таким чином, 3´ 2i – друга остача.

5` i

3´ 2i
“
p5` iqp3` 2iq

p3´ 2iqp3` 2iq
“

13` 13i

13
“ 1` i.

Отже,
5` i “ p3´ 2iqp1` iq ` p0` 0iq,

а тому третя остача дорiвнює нулю кiльця Zris.
Згiдно з алгоритмом Евклiда, найбiльший спiльний дiльник елемен-

тiв 6 ´ 17i та 18 ` i з точнiстю до асоцiйованостi дорiвнює останнiй
ненульовiй остачi 3´ 2i.

Бiльш формально, pr6´17is, r18`isq “ r3´2is або px6´17iy, x18`iyq “
x3´ 2iy.

Ненульовий елемент d кiльця R називається найменшим спiльним кра-
тним елементiв a, b P Rzt0u, якщо виконуються наступнi умови:

1) d дiлиться на елементи a i b;
2) d є дiльником всiх елементiв, якi дiляться на a i b.

Аналогiчно, як i найбiльший спiльний дiльник, у кiльцi головних iдеалiв
найменше спiльне кратне визначається з точнiстю до асоцiйованих елементiв.
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Рекомендована лiтература : [4, с. 73–81], [10, с. 151–159], [15, с. 270–294].

Вправи до лекцiї 3.
3.1. Показати, що елементи 2`3

?
7 i 1´2

?
7 є дiльниками елемента 40`

?
7

в кiльцi Zr
?

7s.

3.2. З’ясувати, чи дiлиться елемент 3`4i на 2´5i у кiльцi Zris цiлих гаусових
чисел.

3.3. Довести, що елемент 12´3 3
?

2´7 3
?

4 дiлиться на 1`2 3
?

2´3 3
?

4 в кiльцi

Zr 3
?

2s “ ta` b
3
?

2` c
3
?

4 | a, b, c P Zu.

3.4. Довести, що кiльце Zr
?

3s мiстить нескiнченну кiлькiсть дiльникiв оди-
ницi.

3.5. З’ясувати, чи елементи 5 `
?

3 та 7 ´ 3
?

3 є асоцiйованими в кiльцi
Zr
?

3s.

3.6. Знайти клас асоцiйованих з 3´ 7i елементiв у кiльцi Zris.

3.7. Показати, що кожен клас rrs асоцiйованих елементiв з елементом r ‰ 0
у кiльцi Zr

?
2s мiстить нескiнченну кiлькiсть елементiв.

3.8. Показати, що число 13 є простим елементом кiльця Z, але не є простим
елементом його розширення Zr

?
3s.

3.9. Довести, що простi натуральнi числа 5, 13, 17 не є простими цiлими
гаусовими числами.

3.10. Показати, що цiле гаусове число є простим, якщо його норма є про-
стим натуральним числом.

3.11. Довести, що норма простого цiлого гаусового числа є або простим
натуральним числом, або квадратом простого натурального числа.

3.12. Довести, що усi простi натуральнi числа, якi при дiленнi на 4 дають
остачу 3, є простими цiлими гаусовими числами.

3.13. Показати, що числа 2 та 1`
?

3i є простими елементами кiльця Zr
?

3is.

3.14. Знайти всi простi елементи кiльця pPpXq,M,Xq, якщо X “ t1, 2, 3, 4u.

3.15. Знайти потужнiсть множини простих елементiв кiльця pPpXq,M,Xq
для кожної множини X.

3.16. З’ясувати, чи в кiльцi всiх функцiй f : r0, 1s Ñ R функцiї f1pxq “ x i
f2pxq “ 1´ x є асоцiйованими елементами.

3.17. Показати, що головнi iдеали x7y та x3` 2iy є простими в кiльцi Zris.
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3.18. З’ясувати, чи головнi iдеали x5y та x7y є максимальними в кiльцi
Zr
?

2is.

3.19. Довести, що факторкiльце Zris{x3iy є полем, i побудувати таблицi Келi
додавання i множення його елементiв.

3.20. З’ясувати, чи факторкiльце Zr
?

7s{x40`
?

7y є цiлiсним.

3.21. Використовуючи алгоритм Евклiда, знайти найбiльший спiльний дiль-
ник цiлих чисел ´396 та 780.

3.22. Знайти найбiльший спiльний дiльник цiлих гаусових чисел 10´ 37i та
14´ 5i.

3.23. Довести, що кiльця Zr
?
ds, де d P t2, 3u, є евклiдовими з нормою δpa`

b
?
dq “ |a2 ´ db2|, a, b P Z.

3.24. Знайти найбiльший спiльний дiльник чисел 22`5
?

2 i 2´4
?

2 у кiльцi
Zr
?

2s.

3.25. Довести, що кiльце Zr
?

2is є евклiдовими з нормою δpa ` b
?

2iq “
a2 ` 2b2, a, b P Z.

3.26. З’ясувати, чи елементи 3` 4
?

2i та 5´ 7
?

2i є взаємно простими еле-
ментами кiльця Zr

?
2is.

3.27. Знайти твiрний елемент головного iдеалу x47 ´ 13i, 53 ` 56iy кiльця
цiлих гаусових чисел.

3.28. Показати, що число 4 неоднозначно розкладається в добуток простих
елементiв у кiльцi Zr

?
3is.

3.29. Подати елемент 1` 7i P Zris у виглядi добутку простих елементiв.

3.30. Довести, що факторкiльце Zris{I є скiнченним для кожного ненульо-
вого iдеалу I кiльця Zris.

Лекцiя 4. Конгруенцiї в кiльцi цiлих чисел.
Теорема Ейлера

У цiй лекцiї детально вивчаються будова i властивостi факторкiлець кiль-
ця цiлих чисел pZ,`, ¨q. За твердженнями 3.1 i 3.3 кiльце цiлих чисел є кiль-
цем головних iдеалiв, тобто кожен iдеал I є головним в тому сенсi, що I “
xmy “ mZ для деякого m P Z. Якщо m P t0, 1u, то x0y “ t0u i x1y “ Z –
тривiальнi iдеали кiльця Z. Крiм того, x´my “ xmy. Тому надалi розгляда-
тимемо факторкiльця Zm “ Z{mZ для натуральних m ě 2. Нагадаємо, що
елементи кiльця Zm називаються класами лишкiв за модулем iдеалу xmy i
позначаються rasm “ a ` mZ “ ta ` mt | t P Zu. Для спрощення клас rasm
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називатимемо класом лишкiв за модулем m, породженим елементом a. Еле-
менти a i b одного класу лишкiв називаємо конгруентними на модулем m i
записуємо a ” bpmodmq. Таким чином, a ” bpmodmq тодi i лише тодi, коли
b P rasm “ ta ` mt | t P Zu, тобто b “ a ` mt для деякого t P Z. Остання
рiвнiсть рiвносильна тому, що b´ a дiлиться на m в кiльцi Z.

Зауважимо також, що з теореми 2.2 випливає, що кiльце Zm є полем тодi
i лише тодi, коли m – просте число.

Згiдно з теоремою про дiлення з остачею кожному цiлому числу a вiдпо-
вiдає певна остача r вiд дiлення a на m :

a “ mq ` r, 0 ď r ă m.

Характеризацiйна теорема 4.1.

Для того, щоб цiлi числа a i b були конгруентнi за модулем m, необ-
хiдно i достатньо, щоб при дiленнi на m вони давали однаковi остачi.

Доведення. Нехай a ” bpmodmq i числу a вiдповiдає остача r вiд дi-
лення a на m: a “ mq`r, 0 ď r ă m. Тодi b “ a`mt для деякого t P Z,
звiдки b “ mq ` r `mt “ mpq ` tq ` r.

Якщо a “ mq`r i b “ ms`r, то b´a “ mps´qq, тобто b´a дiлиться
на m, а тому a ” bpmodmq.

�

Оскiльки при дiленнi цiлих чисел на деяке натуральне число m можна
одержати тiльки m рiзних остач (а саме: 0, 1, 2, ...,m ´ 1), то кiльце цiлих
чисел розбивається на m класiв лишкiв за модулем m:

Z “ r0sm \ r1sm \ . . .\ rm´ 1sm.

Твердження 4.1.

Кожен клас лишкiв rasm за модулем m розбивається на d P N класiв
лишкiв за модулем dm, а саме:

rasdm, ra`msdm, ra` 2msdm, . . . , ra` pd´ 1qmsdm.

Доведення. У класi rasm мiстяться всi числа x, конгруентнi з a за
модулем m, тобто числа x “ a`mt, де t P Z. Цей клас мiстить, зокрема,
d таких чисел:

x0 “ a, x1 “ a`m,x2 “ a` 2m, ..., xd´1 “ a` pd´ 1qm.

За модулем dm цi числа не конгруентнi, бо рiзниця будь-яких з них не
дiлиться на dm, оскiльки модуль рiзницi є меншим за число dm. Отже,
за модулем dm числа xi, i P t0, . . . , d´ 1u, належать рiзним класам.
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З iншого боку, будь-яке число x “ a `mt з класу rasm конгруентне
за модулем dm з одним iз чисел xi, i P t0, . . . , d ´ 1u. Дiйсно, нехай
число t при дiленнi на d дає остачу p: t “ ds ` p, 0 ď p ă d. Тодi числа
x “ a`mt P rasm i xp “ a`mp конгруентнi за модулем dm:

x´ xp “ pa`mtq ´ pa`mpq “ mpt´ pq “ mpdsq “ pmdqs.

Таким чином, отримано розбиття:
rasm “ rasdm \ ra`msdm \ ra` 2msdm \ . . .\ ra` pd´ 1qmsdm.

�

Розглянемо деякi властивостi конгруенцiй. Якщо a ” bpmodmq i c ”
dpmodmq, то rasm “ rbsm i rcsm “ rdsm. Тодi за означенням суми, рiзницi i
добутку класiв лишкiв маємо, що ra ` csm “ rb ` dsm, ra ´ csm “ rb ´ dsm i
racsm “ rbdsm, звiдки a`c ” b`dpmodmq, a´c ” b´dpmodmq i ac ” bdpmodmq.
Таким чином, конгруенцiї за одним модулем можна почленно додавати, вiд-
нiмати, множити, а отже, i пiдносити до натурального степеня. Звiдси випли-
ває, що якщо у виразi

ř

an1
i1 a

n2
i2 ¨ . . . ¨ a

ns
is всi числа ai1 , ai2 , . . . , ais замiнити на

конгруентнi їм за модулем m числа bi1 , bi2 , . . . , bis вiдповiдно, то новий вираз
ř

bn1
i1 b

n2
i2 ¨ . . . ¨ b

ns
is буде конгруентний за модулем m до заданого.

Твердження 4.2.

Для конгруенцiй мають мiсце наступнi властивостi:
1) обидвi частини конгруенцiї можна дiлити на їх спiльний дiль-

ник, взаємно простий з модулем;
2) обидвi частини конгруенцiї i модуль можна множити на те

саме натуральне число;
3) обидвi частини конгруенцiї i модуль можна дiлити на їх спiль-

ний натуральний дiльник;
4) якщо конгруенцiя має мiсце за кiлькома модулями, то вона має

мiсце i за модулем, який дорiвнює НСК цих модулiв;
5) якщо одна частина конгруенцiї i модуль дiляться на деяке цiле

число, то й друга частина конгруенцiї дiлиться на це число;
6) якщо a ” bpmodmq, то pa,mq “ pb,mq.

Доведення.
1) Нехай a ” bpmod mq, d – дiльник чисел a i b, pd,mq “ 1. Тодi

a “ a1d, b “ b1d. Оскiльки a ´ b “ dpa1 ´ b1q дiлиться на m i
pd,mq “ 1, то a1 ´ b1 дiлиться на m, а отже, a1 ” b1pmodmq.

2) Якщо a ” bpmodmq, то a “ b ` mt для деякого t P Z. Тодi
ak “ bk ` pmkqt, звiдки ak “ bkpmodmkq.

3) Якщо ak “ bkpmodmkq, то ak “ bk ` pmkqt для деякого t P Z.
Тодi a “ b`mt, звiдки a ” bpmodmq.
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4) Нехай
a ” bpmodm1q

a ” bpmodm2q

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

a ” bpmodmkq

.

Тодi a ´ b дiлиться на m1,m2, . . . ,mk, звiдки a ´ b дiлиться i на
m “ rm1,m2, . . . ,mks – НСК чисел m1,m2, . . . ,mk. Отже, a´ b “
mt, тобто a ” bpmodmq.

5) Нехай a ” bpmodmq. Тодi a “ b ` mt для деякого t P Z. Якщо
числа b im дiляться на d, тобто b “ db1 im “ dm1, то a “ b`mt “
dpb1 `m1tq дiлиться на d. Аналогiчно для b “ a´mt.

6) З попереднього пункту випливає, що множина спiльних дiльни-
кiв чисел a im збiгається з множиною спiльних дiльникiв чисел b
i m, а тому збiгаються також i найбiльшi спiльнi дiльники, тобто
pa,mq “ pb,mq.

�

Оскiльки конгруентнi числа при дiленнi на натуральне число m дають
однаковi остачi, то конгруенцiї можна використовувати для виведення ознак
подiльностi.

Твердження 4.3.

Натуральне число n дiлиться на 11 тодi i лише тодi, коли рiзниця
суми його цифр, якi стоять на парних позицiях, i суми цифр, якi сто-
ять на непарних позицiях, дiлиться на 11.

Доведення. Запишемо число n у виглядi:
n “ a0 ` a110` a2102

` . . .` am10m,

де ai – цифри числа n, ai P t0, 1, . . . , 9u.
Оскiльки 10k ” p´1qkpmod 11q, то

n “ a0`a110`a2102
`. . . ,`am10m ” a0´a1`a2´a3`. . .`p´1qmampmod 11q ”

” pa0 ` a2 ` . . .q ´ pa1 ` a3 ` . . .qpmod 11q.

Звiдси i випливає твердження.
�

У кожному класi rasm лишкiв за модулем m можна обрати найменший не-
вiд’ємний лишок (ННЛ) – остачу вiд дiлення a на m, i абсолютно найменший
лишок (АНЛ) – лишок, модуль якого менший вiд модулiв усiх лишкiв класу
rasm.
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Приклад 4.1. У класi r3s7 “ t. . . ,´25, ´18, ´11, ´4, 3, 10, 17, 24, . . .u
найменшим невiд’ємним лишком є число 3, i абсолютно найменшим ли-
шком – також число 3, оскiльки його модуль менший вiд модулiв всiх
iнших лишкiв даного класу. У цьому випадку ННЛ i АНЛ збiгаються.
А у класi r6s7 “ t. . . ,´22, ´15, ´8, ´1, 6, 13, 20, . . .u число 6 є ННЛ,
проте АНЛ є число ´1.

Множина чисел, утворена з m лишкiв, узятих по одному з кожного кла-
су лишкiв за модулем m, називається повною системою лишкiв (ПСЛ) за
модулем m.

Приклад 4.2. При m “ 5 ПСЛ є такi множини чисел:
P1 “ t0, 1, 2, 3, 4u – складається з найменших невiд’ємних лишкiв

усiх класiв;
P2 “ t´2, ´1, 0, 1, 2u – складається з абсолютно найменших лишкiв;
P3 “ t´7, ´1, 25, 1, 12u – складається з довiльних п’яти чисел, взя-

тих по одному з кожного класу.

За твердженням 4.2(6) усi числа класу rasm мають однаковий НСД з мо-
дулем m: якщо a ” bpmodmq, то pa,mq “ pb,mq. Тому коректним є наступне
означення.

Найбiльшим спiльним дiльником класу rasm називається найбiльший спiль-
ний дiльник чисел a i m. Якщо pa,mq “ 1, то клас rasm називається взаємно
простим з модулем.

Множина лишкiв, узятих по одному з кожного класу лишкiв, взаємно про-
стого з модулемm, називається зведеною системою лишкiв (ЗСЛ) за модулем
m.

Приклад 4.3. Множини t0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9u i t1, 3, 7, 9u є ПСЛ та
ЗСЛ за модулем 10 вiдповiдно. Класи r1s10, r3s10, r7s10, r9s10 є взаємно
простими з модулем.

Нагадаємо, що функцiєю Ейлера ϕ : N Ñ N називається функцiя, значе-
ння ϕpmq якої дорiвнює кiлькостi натуральних чисел, якi не перевищують m
i взаємно простi з m. Таким чином, кiлькiсть чисел, якi утворюють ЗСЛ за
модулем m, дорiвнює ϕpmq.

Твердження 4.4.

Якщо множина P є ПСЛ (ЗСЛ) за модулем m i a P Z, pa,mq “ 1, то
множина aP “ tax | x P P u також є ПСЛ (ЗСЛ) за модулем m.
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Доведення. Нехай x, x1 P P . Якщо ax ” ax1pmodmq i pa,mq “ 1, то
x ” x1pmodmq, за твердженням 4.2(1). Отже, елементи множини aP
попарно неконгруентнi за модулем m. Таким чином, якщо P – ПСЛ за
модулем m, то aP також є ПСЛ за модулем m.

Нехай P – ЗСЛ за модулем m, x P P . Тодi px,mq “ 1. Оскiльки
pa,mq “ 1, то pax,mq “ 1. Звiдси випливає, що aP також є ЗСЛ за
модулем m.

�

Зауваження 4.1.

Якщо число x є лишком ПСЛ (ЗСЛ) за модулем m, тобто належить
класу rxsm, то добуток ax хоч i належатиме до ПСЛ (ЗСЛ) за моду-
лем m, але може мiститися в iншому класi. Тiльки в тому випадку,
коли a “ km ` 1, добуток ax “ pkm ` 1qx “ kmx ` x ” xpmodmq
належить тому ж класу rxsm.

Приклад 4.4. Оберемо з класiв лишкiв r1s8, r3s8, r5s8, r7s8 ЗСЛ t1, 3, 5, 7u
за модулем 8. Якщо a “ 11, то добутки ax є числами 11, 33, 55, 77, якi
належать вiдповiдно класам r3s8, r1s8, r7s8, r5s8.

Теорема 4.1 (Теорема Ейлера).

Якщо m – натуральне число i m ě 2, pa,mq “ 1, то

aϕpmq ” 1pmod mq.

Доведення. Нехай числа
x1, x2, . . . , xϕpmq

утворюють ЗСЛ найменших невiд’ємних лишкiв (ННЛ) за модулем m.
Тодi за твердженням 4.4 при pa,mq “ 1 числа ax1, ax2, . . . , axϕpmq теж
утворюють ЗСЛ за модулем m. Цi числа належать деяким класам, вза-
ємно простим з модулем m. Їх можна замiнити ННЛ

x̄1, x̄2, ..., x̄ϕpmq
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з тих же класiв, до яких вони належать. Вважаючи, що

ax1 ” x̄1pmod mq

ax2 ” x̄2pmod mq

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

axϕpmq ” x̄ϕpmqpmod mq

,

перемножимо цi ϕpmq конгруенцiй. Отримаємо

aϕpmqx1x2 ¨ . . . ¨ xϕpmq ” x̄1x̄2 ¨ . . . ¨ x̄ϕpmqpmodmq.

Оскiльки tx1, x2, . . . , xϕpmqu “ tx̄1, x̄2, . . . , x̄ϕpmqu, то, подiливши на до-
буток елементiв цiєї множини обидвi частини конгруенцiї за тверджен-
ням 4.2(1), одержимо:

aϕpmq ” 1pmodmq,

що й треба було довести. �

Теорема 4.2 (Мала теорема Ферма).

Якщо число p – просте i pa, pq “ 1, то

ap´1 ” 1pmod pq.

Доведення. Мала теорема Ферма є наслiдком теореми Ейлера: оскiль-
ки ϕppq “ p´ 1, то ap´1 ” 1pmod pq. �

Наслiдок 4.1.

Якщо p – просте число, то для будь-якого цiлого числа a має мiсце
конгруенцiя

ap ” apmod pq.

Доведення. Якщо pa, pq “ 1, то ap´1 ” 1pmod pq за теоремою 4.2. По-
множивши обидвi частини конгруенцiї на a, одержимо ap ” apmod pq.
Якщо pa, pq ‰ 1, то pa, pq “ p, бо p – просте число. Тодi a дiлиться на p,
а отже, i

ap ´ a “ apap´1 ´ 1q

також дiлиться на p. Таким чином,
ap ´ a ” 0pmod pq або ap ” apmod pq,

що й треба було довести.
�
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Приклад 4.5. Знайдемо остачу вiд дiлення числа 4250 на 17.
Оскiльки 17 – просте число i p42, 17q “ 1, то за малою теоремою

Ферма
4216

” 1pmod 17q.

Пiднесемо до куба обидвi частини конгруенцiї:
4248

” 1pmod 17q.

Крiм того,
42 ” 8pmod 17q, a 422

” 82
pmod 17q ” 64pmod 17q ” 13pmod 17q.

Далi отримуємо:
4250

” 4248422
pmod 17q ” 13pmod 17q.

Отже, остача дорiвнює 13.

Рекомендована лiтература : [4, с. 66–70], [6, с. 72–86], [9, с. 155–156, 161–162],
[16, с. 253–262].

Вправи до лекцiї 4.
4.1. Чи конгруентнi числа 89, 199 i 335 з числом 27 за модулем 11?

4.2. З’ясувати, чи мають мiсце конгруенцiї 52016 ” 2016pmod 25q, 7119 ”

3pmod 243q.

4.3. Охарактеризувати конгруенцiями цiлi числа n, якщо:

а) n – непарне число; б) n має вигляд 8k ´ 3, k P Z.

4.4. Довести, що заданi рiвняння не мають розв’язкiв у натуральних чи-
слах:

а) 26x ` 36y “ 59z; б) 2x ` 5y “ 19z.

4.5. Знайти двi останнi цифри чисел 2999 i 6052016.

4.6. Знайти остачу вiд дiлення

а) 2100 ` 5200 на 30; б) 131054 ´ 38 ¨ 16285 ` 3717 на 15.

4.7. Знайти останню цифру числа p. . . ppp77q7q7q...q7 – пiднесення до степеня
виконується 2016 раз.

4.8. Вивести ознаки подiльностi на 2, 3, 5 i 9.

4.9. Вивести ознаки подiльностi на 7 i 13.
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4.10. З’ясувати, чи є ПСЛ за модулем m множина:
а) t33,´20, 24, 54,´21,´30, 37,´17u, якщо m “ 8;
б) t17,´23, 28,´50,´40,´31u, якщо m “ 6.

4.11. З’ясувати, чи є ЗСЛ за модулем m множина:
а) t19,´1, 33,´19u, якщо m “ 8;
б) t13,´13, 29,´29u, якщо m “ 10.

4.12. Побудувати ПСЛ за модулем 7, яка складається з:

а) вiд’ємних чисел;
в) парних чисел;

б) непарних чисел;
г) простих чисел.

4.13. Нехай P – ПСЛ за модулем 10. Показати, що S “ tx5 | x P P u також
є ПСЛ за модулем 10.

4.14. Показати, що Pa “ t6a ´ 1, 6a ` 1u є ЗСЛ за модулем 6 для кожного
a P Z.

4.15. Довести, що коли 79a`10b`c ” 0pmod 21q, то a´2b`4c ” 0pmod 21q,
де a, b, c P Z.

4.16. Довести, що 12k`1 ` 22k`1 ` 32k`1 ` . . .` pp´ 1q2k`1 ” 0pmod pq, де p –
просте число, p ą 2.

4.17. Користуючись теоремою Ейлера, знайти остачу вiд дiлення:

а) 72016 на 12; б) 109345 на 14; в) 353160 на 75.

4.18. Для кожного a P Z знайти остачу вiд дiлення a2016 на 27.

4.19. Для кожного простого числа p знайти остачу вiд дiлення 2p´2 на p.

4.20. Показати, що a297 ´ a3 дiлиться на 343 для кожного a P Z.

Лекцiя 5. Конгруенцiї з одним невiдомим. Те-
орема Вiльсона

Конгруенцiями з одним невiдомим за модулем m називаються конгруенцiї
виду

fpxq “ anx
n
` an´1x

n´1
` . . .` a1x` a0 ” 0pmodmq,

де в лiвiй частинi є многочлен з цiлими коефiцiєнтами.
Якщо an не дiлиться на модуль m, то цiле невiд’ємне число n назива-

ють степенем конгруенцiї. У випадку, коли an дiлиться на m, старший член
anx

n ” 0pmodmq i його можна вiдкинути.
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Якщо a ” bpmodmq, то

anb
n
` an´1b

n´1
` . . .` a1b` a0 ” ana

n
` an´1a

n´1
` . . .` a1a` a0pmodmq,

а тому коректним є наступне означення.
Розв’язком конгруенцiї fpxq ” 0pmodmq називається клас лишкiв за мо-

дулем m, кожне число якого задовольняє цю конгруенцiю. Оскiльки класiв
лишкiв за даним модулем m є m, то конгруенцiя може мати лише скiнченну
кiлькiсть розв’язкiв, або й не мати їх зовсiм.

Приклад 5.1. Конгруенцiя 4x ” 1pmod 10q не має розв’язкiв, бо iз неї ви-
пливає рiвнiсть 4x “ 1`10t, яка є неможливою, оскiльки для довiльних
x, t P Z лiва частина – парне число, а права – непарне.

Щоб знайти розв’язки конгруенцiї, досить замiсть невiдомого x пiдста-
вити в конгруенцiю числа з рiзних класiв лишкiв за модулем m. Для цього
можна перебрати ПСЛ iз найменших невiд’ємних лишкiв, а ще краще – ПСЛ
iз абсолютно найменших лишкiв.

Приклад 5.2. Розв’яжемо конгруенцiю x3`14x`1 ” 0pmod 7q. Знайдемо
ПСЛ iз найменших невiд’ємних лишкiв за модулем 7: t0, 1, 2, 3, 4, 5, 6u.
Пiдставимо лишки у конгруенцiю. Бачимо, що числа 3, 5 i 6 задоволь-
няють конгруенцiю. Отже, розв’язками є класи лишкiв: r3s7, r5s7 i r6s7.

Конгруенцiї називаються рiвносильними, якщо множини їх розв’язкiв збi-
гаються.

Конгруенцiї розв’язують за допомогою побудови бiльш простих конгруен-
цiй, рiвносильних заданим. З означення i властивостей конгруенцiй випливає,
що наступнi дiї не змiнюють множину розв’язкiв конгруенцiї:

1) додавання до обох частин конгруенцiї будь-якого многочлена gpxq з
цiлими коефiцiєнтами;

2) додавання до однiєї частини конгруенцiї многочлена з коефiцiєнтами,
кратними модулю;

3) замiна кожного коефiцiєнта конгруентним йому за даним модулем чи-
слом;

4) множення обох частин конгруенцiї на число, взаємно просте з модулем;
5) дiлення обох частин конгруенцiї на їх цiлий дiльник, взаємно простий

з модулем;
6) множення обох частин конгруенцiї i модуля на те саме натуральне

число;
7) дiлення обох частин конгруенцiї i модуля на їх спiльний натуральний

дiльник.
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Приклад 5.3. Конгруенцiю 14x3 ` 10x2 ´ 21x ´ 3 ” 0pmod 7q можна
спростити так:

1) вiдкинемо многочлен 14x3´ 7x, бо його коефiцiєнти кратнi моду-
лю: 10x2 ´ 3 ” 0pmod 7q;

2) замiнимо число 10 конгруентним йому за модулем 7 числом 3:
3x2 ´ 3 ” 0pmod 7q;

3) Оскiльки p3, 7q “ 1, то подiлимо на 3 лiву i праву частини кон-
груенцiї: x2 ´ 1 ” 0pmod 7q.

Конгруенцiя x2´1 ” 0pmod 7q рiвносильна конгруенцiї px´1qpx`1q ”
0pmod 7q, з якої випливає, що добуток px´ 1qpx` 1q дiлиться на просте
число 7. Тодi px´1q або px`1q дiлиться на 7, тобто x´1 ” 0pmod 7q або
x`1 ” 0pmod 7q. Таким чином, розв’язками конгруенцiї є класи лишкiв
r1s7 i r6s7.

Конгруенцiї I-го степеня мають вигляд

a1x` a0 ” 0pmodmq.

Якщо перенести вiльний член в праву частину конгруенцiї i змiнити позначе-
ння коефiцiєнтiв, то дiстанемо

ax ” bpmodmq.

Твердження 5.1.

Якщо pa,mq “ 1, то конгруенцiя ax ” bpmodmq має єдиний розв’язок.

Доведення. Якщо P – ПСЛ за модулем m, то aP також є ПСЛ за
модулем m згiдно з твердженням 4.4. Тодi iснує єдиний елемент ai P aP ,
який конгруентний з b за модулем m, для деякого i P P . Отже, клас
лишкiв rism i є єдиним розв’язком конгруенцiї.

�

Твердження 5.2.

Якщо pa,mq “ d ą 1 i b не дiлиться на d, то конгруенцiя ax ” bpmodmq
не має розв’язкiв.

Доведення. Припустимо супротивне. Нехай ax0 ” bpmod mq для де-
якого x0 P Z. Тодi ax0 “ b `mt, де t P Z. Але така рiвнiсть неможлива,
якщо a i m дiляться на d, а b не дiлиться на d. Отже, припущення не-
вiрне. �
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Твердження 5.3.

Якщо pa,mq “ d ą 1 i b дiлиться на d, то конгруенцiя ax ” bpmodmq
має d розв’язкiв.

Доведення. Нехай a “ a1d, b “ b1d, m “ m1d. Подiлимо обидвi ча-
стини конгруенцiї i модуль на d i дiстанемо рiвносильну їй конгруенцiю
a1x ” b1pmod m1q. Оскiльки pa1,m1q “ 1, то ця конгруенцiя за твердже-
нням 5.1 має єдиний розв’язок – клас лишкiв rism1 . Однак за твердже-
нням 4.1 цей клас лишкiв розбивається на d класiв лишкiв за модулем
dm1 “ m. Таким чином, конгруенцiя ax ” bpmodmq має d розв’язкiв:

rism, ri`m1sm, . . . , ri` pd´ 1qm1sm.

�

Конгруенцiї I-го степеня можна розв’язувати рiзними методами. Розгля-
немо найбiльш вживанi з них.

1) Пiдстановка в конгруенцiю чисел ПСЛ. Цей спосiб використовується
при невеликих модулях. При великих модулях пiдстановку лишкiв
ПСЛ проводять на заключному етапi побудови рiвносильних конгру-
енцiй.

2) Зведення конгруенцiй I-го степеня до рiвносильної їй конгруенцiї з ко-
ефiцiєнтом при x, рiвним одиницi, використовуючи дiї 1q´ 7q, описанi
вище.

Приклад 5.4. Конгруенцiя 11x ” 7pmod 17q має єдиний розв’я-
зок, бо p11, 17q “ 1. Вiднявши вiд правої частини число 51 “ 3¨17,
отримаємо конгруенцiю 11x ” ´44pmod 17q. Оскiльки p11, 17q “
1, то подiлимо обидвi частини конгруенцiї на 11: x ” ´4pmod 17q.
Отже, розв’язком конгруенцiї є клас r´4s17 “ r13s17.

3) Метод Ейлера. Нехай задано конгруенцiю ax ” bpmod mq, pa,mq “ 1.
За твердженням 5.1 ця конгруенцiя має один розв’язок. За теоремою
Ейлера aϕpmq ” 1pmod mq. Тому aϕpmqb ” bpmod mq, звiдки apaϕpmq´1bq
” bpmod mq. Таким чином, x ” aϕpmq´1 ¨ bpmod mq.

Приклад 5.5. Розв’язати конгруенцiю 10x ” 6pmod 16q.
Оскiльки p10, 16q “ 2 i 6 дiлиться на 2, то конгруенцiя має

два розв’язки. Подiлимо обидвi частини конгруенцiї i модуль
на 2. Для розв’язування отриманої конгруенцiї 5x ” 3pmod 8q
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можна застосувати метод Ейлера. Оскiльки ϕp8q “ 4, то x ”
5ϕp8q´1 ¨ 3pmod 8q “ 53 ¨ 3pmod 8q “ 125 ¨ 3pmod 8q ” 5 ¨ 3pmod 8q “
15pmod 8q ” 7pmod 8q. Оскiльки r7s8 “ r7s16 \ r15s16, то класи
r7s16 i r15s16 є розв’язками конгруенцiї 10x ” 6pmod 16q.

4) Розв’язування конгруенцiй за допомогою ланцюгових дробiв.
Нехай задано конгруенцiю ax ” bpmod mq, де pa,mq “ 1. Розкла-

демо m
a

в ланцюговий дрiб. Якщо Pn´1

Qn´1
i Pn
Qn

“ m
a

є передостаннiй i
останнiй пiдхiднi дроби, то

PnQn´1 ´ Pn´1Qn “ p´1qn´1, звiдки mQn´1 ´ Pn´1a “ p´1qn´1.

Враховуючи, що перший член кратний модулю m, отримаємо:

´Pn´1a ” p´1qn´1pmod mq або ap´1qnPn´1 ” 1pmod mq.

Таким чином,

ap´1qnPn´1b ” bpmod mq, звiдки x ” p´1qnPn´1bpmod mq.

Приклад 5.6. Розв’язати конгруенцiю
123x ” 15pmod 435q.

Оскiльки pa,mq “ p123, 435q “ 3 i 15 дiлиться 3, то конгруенцiя
має три розв’язки. Подiлимо обидвi частини конгруенцiї i модуль на 3.
Одержимо рiвносильну конгруенцiю:

41x ” 5pmod 145q.

Розкладемо число m
a
“ 145

41
в ланцюговий дрiб за алгоритмом Евклi-

да: 145 “ 41 ¨3`22, 41 “ 22 ¨1`19, 22 “ 19 ¨1`3, 19 “ 3 ¨6`1, 3 “ 1 ¨3.
Неповними частками є числа 3,1,1,6,3. Тут n “ 4. Обчислимо P3 за

наступною схемою, використовуючи формулу Pk “ qkPk´1 ` Pk´2:

k ´1 0 1 2 3 4

qk 3 1 1 6 3

Pk 1 3 4 7 46 145

Отже, чисельник передостаннього пiдхiдного дробу P3 “ 46. Тому
маємо:

x ” p´1q4 ¨ 46 ¨ 5pmod 145q ” 85pmod 145q.

Таким чином, клас лишкiв r85s145 є розв’язком конгруенцiї 41x ”
5pmod 145q. Але при модулi 435 цей клас лишкiв розбивається на три
класи: r85s435, r85` 145s435, r85` 2 ¨ 145s435, тобто r85s435, r230s435, r375s435
– розв’язки конгруенцiї 123x ” 15pmod 435q.
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Опишемо групу Z˚m дiльникiв одиницi кiльця Zm. Нехай rasm – оборотний
елемент моноїда pZm, ¨q. Тодi rasmrxsm “ r1sm для деякого rxsm P Zm. Остання
рiвнiсть рiвносильна конгруенцiї ax ” 1pmod mq, яка за твердженнями 5.1 i
5.2 має розв’язок тодi лише тодi, коли pa,mq “ 1. Звiдси випливає, що еле-
мент rasm P Zm є оборотним тодi i лише тодi, коли pa,mq “ 1. Таким чином,
порядок групи Z˚m дорiвнює ϕpmq. За наслiдком 4.1 з теореми Лагранжа поря-
док кожного елемента скiнченої групи є дiльником порядку групи. Зокрема
prasmq

ϕpmq “ r1sm для pa,mq “ 1. Таким чином, aϕpmq ” 1pmod mq, тобто
отримано iнше доведення теореми Ейлера.

Якщо pa,mq “ 1, то порядок елемента rasm групи Z˚m називають показни-
ком числа a за модулем m. З наслiдку 4.1 з теореми Лагранжа випливає, що
показник числа a за модулем m є дiльником ϕpmq. Цiле число a називається
первiсним коренем за модулем m, якщо rasm – твiрний елемент групи Z˚m,
тобто порядок rasm дорiвнює ϕpmq.

Далi ми дамо характеризацiю простих чисел, яка називається “Теоремою
Вiльсона”, хоча вперше її доведення було отримане Лагранжем.

Характеризацiйна теорема 5.1 (Теорема Вiльсона).

Натуральне число p є простим тодi i лише тодi, коли

pp´ 1q! ” ´1pmod pq.

Доведення. Якщо p “ 2, то теорема є очевидною. Тому надалi вважа-
ємо, що просте число p ą 2, зокрема воно є непарним.

Спершу припустимо, що p – просте число, i доведемо, що pp ´ 1q! ”
´1pmod pq. Нехай a P t1, 2, . . . , p ´ 1u. Тодi конгруенцiя ax ” 1pmod pq
за твердженням 5.1 має єдиний розв’язок ra1sp, де a1 P t1, 2, . . . , p ´ 1u.
Якщо a “ a1, то a2 ” 1pmod pq, звiдки a2´1 “ pa´1qpa`1q дiлиться на p.
Тодi pa´1q або pa`1q дiлиться на p, а отже, a P t1, p´1u. Таким чином,
множина t2, 3, . . . , p ´ 2u розбивається на пари елементiв, якi належать
рiзним взаємно оберненим класам-елементам групи Z˚p . Звiдси випливає,
що

2 ¨ 3 ¨ . . . ¨ pp´ 2q ” 1pmod pq.

Помноживши обидвi частини отриманої конгруенцiї на p´1, отримуємо
pp´ 1q! ” p´ 1pmod pq ” ´1pmod pq.

Нехай pp ´ 1q! ” ´1pmod pq. Доведемо, що тодi p – просте число.
Припустимо, що число p ě 4 є складеним. Нехай q – простий дiльник p.
Тодi q ă p, а отже, pp´1q! дiлиться на q. Оскiльки за умовою pp´1q!`1
дiлиться на p, то pp ´ 1q! ` 1 дiлиться на q. Отримуємо протирiччя,
оскiльки просте число не може дiлити одночасно числа a i a` 1, бо тодi
воно б i дiлило число 1 “ pa` 1q ´ a.

�
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Розглянемо системи конгруенцiй першого степеня. Нехай задано наступну
систему:

$

’

’

’

&

’

’

’

%

a1x ” b1pmod n1q

a2x ” b2pmod n2q

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

akx ” bkpmod nkq

Якщо bi не дiлиться на pai, niq для деякого i P t1, . . . , ku, то i-та конгруен-
цiя, а отже, i вся система не мають розв’язкiв. В iншому випадку, подiливши
на pai, niq обидвi частини i-ї конгруенцiї та модуль для кожного i P t1, . . . , ku,
отримаємо наступну систему:

$

’

’

’

&

’

’

’

%

a11x ” b11pmod m1q, pa11, m1q “ 1

a12x ” b12pmod m2q, pa12, m2q “ 1

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

a1kx ” b1kpmod mkq, pa1k, mkq “ 1

Розв’язавши кожну конгруенцiю окремо, отримаємо рiвносильну систему:
$

’

’

’

&

’

’

’

%

x ” c1pmod m1q

x ” c2pmod m2q

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

x ” ckpmod mkq

Таким чином, досить вмiти розв’язувати останню систему конгруенцiй.

Твердження 5.4.

Якщо система
$

’

’

’

&

’

’

’

%

x ” c1pmod m1q

x ” c2pmod m2q

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

x ” ckpmod mkq

має хоча б один розв’язок, то вона має єдиний розв’язок за модулем
M , що дорiвнює НСК чисел m1,m2, . . . ,mk.

Доведення. Дiйсно, нехай α i β – розв’язки системи конгруенцiй. Тодi
α ” cipmod miq i β ” cipmod miq для кожного i P t1, . . . , ku. Отже,
α ” βpmod miq, тобто α ´ β дiлиться на mi для кожного i P t1, . . . , ku,
a тому α ´ β дiлиться i на НСК M “ rm1,m2, ...,mks. Таким чином,
α ” βpmod Mq, а це один i той же розв’язок за модулем M .
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�

Теорема 5.1 (Китайська теорема про лишки).

Якщоm1,m2, ...,mk – попарно взаємно простi числа, то єдиним розв’яз-
ком за модулем M “ rm1,m2, ...,mks системи конгруенцiй є

x ” x0pmod m1 ¨m2 ¨ . . . ¨mkq, де x0 “M1y1c1 ` . . .`Mkykck,

причому числа Mi i yi визначаються з умов:

Mi “
m1m2¨...¨mk

mi
, Miyi ” 1pmod miq.

Доведення. Дiйсно, пiдставляючи значення x0 в i-ту конгруенцiю
x ” cipmod miq системи i беручи до уваги, що всi Mj при j ‰ i дiляться
на mi, i конгруенцiя

Miyi ” 1pmod miq, pMi,miq “ 1

з невiдомим yi має єдиний розв’язок, одержимо: x0 ”Miyici ” cipmod miq.
Таким чином, x0 задовольняє будь-яку конгруенцiю системи, а отже, i
всю систему. Тим самим показано, що x0 i є тим єдиним розв’язком
системи за модулем

M “ m1m2 ¨ . . . ¨mk,

бо НСК взаємно простих чисел дорiвнює їхньому добутку. �

Приклад 5.7. Розв’яжемо систему:
$

’

&

’

%

x ” 15pmod 17q

x ” 11pmod 13q

x ” 3pmod 10q

Модулi є попарно взаємно простими: p17, 13q “ p17, 10q “ p13, 10q “
1.

M “ 17 ¨ 13 ¨ 10 “ 2210,

M1 “
2210

17
“ 130, M2 “

2210

13
“ 170, M3 “

2210

10
“ 221.

130y1 ” 1pmod 17q ñ y1 ” 14pmod 17q

170y1 ” 1pmod 13q ñ y2 ” 1pmod 13q

221y1 ” 1pmod 10q ñ y3 ” 1pmod 10q

Отже,
x0 “ 130 ¨ 14 ¨ 15` 170 ¨ 1 ¨ 11` 221 ¨ 1 ¨ 3 “ 29833,

а тому x ” x0 “ 29833 ” 1103pmod 2210q. Таким чином, клас лишкiв
r1103s2210 – єдиний розв’язок системи.
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У загальному випадку, коли модулi m1,m2, . . . ,mk можуть i не бути по-
парно взаємно простими, систему розв’язують наступним чином. З першої
конгруенцiї системи випливає, що всi значення x, якi її задовольняють, ма-
ють вигляд x “ c1 `m1t1, де t1 пробiгає всi цiлi числа. Щоб обрати з них тi
значення x, якi задовольняють i другу конгруенцiю, визначимо t1 з наступної
умови:

c1 `m1t1 ” c2pmod m2q або m1t1 ” c2 ´ c1pmod m2q.

Ця конгруенцiя I-го степеня з невiдомою t1 має розв’язки, якщо c2 ´ c1
дiлиться на pm1,m2q, бо iнакше остання конгруенцiя не має розв’язкiв, а отже,
i вся система також не має розв’язкiв. Нехай c2 ´ c1 дiлиться на pm1,m2q.
Розв’язуючи цю конгруенцiю, отримаємо:

t1 ” t11pmod
m2

pm1,m2q
q.

Тодi множина всiх значень t1, що задовольняють другу конгруенцiю, за-
дається з допомогою формули:

t1 ” t11 `
m2

pm1,m2q
t2,

де t2 пробiгає всi цiлi числа. Звiдси

x “ c1 `m1t
1
1 `

m1m2

pm1,m2q
t2 “ y2 ` rm1,m2st2,

де y2 “ c1 `m1t
1
1 задовольняє першi двi конгруенцiї. Далi аналогiчно з отри-

маних чисел обираємо тi, якi задовольняють ще й третю конгруенцiю. Вiдтак
знову, або прийдемо до конгруенцiї вiдносно t2, яка не має розв’язкiв, або
знайдемо, що значення

x “ y3 ` rm1,m2,m3st3, t3 P Z, або x ” y3pmod rm1,m2,m3sq

задовольняють першi три конгруенцiї. I так далi. Якщо така система має
розв’язки, то знайдемо єдиний її розв’язок за модулем rm1,m2, ...,mks.

Приклад 5.8. Розв’яжемо систему:
$

’

&

’

%

x ” 2pmod 15q

x ” 7pmod 20q

x ” 12pmod 35q

x “ 2` 15t1
15t1 ” 5pmod 20q

3t1 ” 1pmod 4q

t1 ” 3pmod 4q

t1 “ 3` 4t2
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x “ 2` 15t1 “ 47` 60t2

47` 60t2 ” 12pmod 35q

25t2 ” 0pmod 35q

5t2 ” 0pmod 7q

t2 “ 7t

x “ 47` 60t2 “ 47` 420t, тобто x ” 47pmod 420q.

Рекомендована лiтература : [6, с. 86–115], [10, с. 154–158], [15, с. 265–269], [16,
с. 253–262].

Вправи до лекцiї 5.
5.1. З’ясувати, скiльки розв’язкiв мають конгруенцiї:

а) 4x ” 20pmod 9q; б) 6x ” 9pmod 8q; в) 8x ” 12pmod 4q.

5.2. Розв’язати конгруенцiї, пiдставляючи числа з ПСЛ:

а) 4x ” 10pmod 6q; б) 4x ” 9pmod 6q; в) 4x3 ” 9pmod 4q.

5.3. Розв’язати конгруенцiї методом рiвносильних перетворень:

а) 7x ” 3pmod 13q; б) 16x ” 5pmod 23q; в) 32x ” 7pmod 51q.

5.4. Розв’язати конгруенцiї методом Ейлера:

а) 7x ” 3pmod 13q; б) 16x ” 9pmod 23q; в) 64x ” 6pmod 30q.

5.5. Розв’язати конгруенцiї методом ланцюгових дробiв:

а) 32x ” 182pmod 119q; б) 365x ” 50pmod 395q.

5.6. Розв’язати в цiлих числах рiвняння з двома невiдомими:

а) 3x` 4y “ 13; б) 12x` 8y “ 17; в) 91x´ 28y “ 35.

5.7. Для перевезення зерна є мiшки по 60 i 80 кг. Скiльки таких мiшкiв
потрiбно для перевезення 440 кг зерна?

5.8. Розв’язати системи конгруенцiй:
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а)

#

x ” 5pmod 7q

x ” 3pmod 4q
б)

#

3x ” 1pmod 20q

2x ” 3pmod 15q

5.9. Розв’язати системи конгруенцiй:

а)

$

’

&

’

%

x ” 12pmod 3q

x ” 34pmod 4q

x ” 21pmod 5q

б)

$

’

&

’

%

x ” 5pmod 4q

x ” 7pmod 6q

x ” 12pmod 9q

5.10. Розв’язати системи конгруенцiй:

а)

$

’

&

’

%

4x ” 40pmod 3q

9x ” 34pmod 4q

16x ” 21pmod 5q

в)

$

’

&

’

%

4x ” 10pmod 9q

12x ” ´4pmod 7q

4x ” 5pmod 12q

б)

$

’

&

’

%

7x ” 3pmod 11q

3x ” 2pmod 5q

15x ” 5pmod 35q

г)

$

’

&

’

%

36x ” 12pmod 3q

41x ” 34pmod 12q

87x ” 16pmod 9q

5.11. З’ясувати, при яких значеннях a P Z має розв’язки система:
#

6x ” apmod 4q

3x ” 4pmod 10q

5.12. Знайти хоча б одне значення m P N, при якому несумiсною є система:
#

x ” 9pmod 6q

x ” 7pmod mq

5.13. Скласти таблицю Келi групи Z˚8 .

5.14. Знайти оберненi елементи до r13s21, r20s21 P Z˚21.

5.15. Знайти порядки всiх елементiв групи Z˚12.

5.16. Знайти показники всiх цiлих чисел за модулем 11. Описати первiснi
коренi за модулем 11.

5.17. Довести, що для складеного числа n ą 4 виконується конгруенцiя
pn´ 1q! ” 0pmod nq.

5.18. Розв’язати конгруенцiю x2 ´ 1 ” 0pmod 35q.

5.19. Скiльки точок з цiлими координатами лежать на прямiй 4x´ 15y “ 7
мiж прямими y “ 0 та y “ 2016?
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5.20. Нехай I та J такi iдеали кiльця R, що I ` J “ R. Довести, що
а) для кожних r, s P R система конгруенцiй

#

x ” rpmod Iq

x ” spmod Jq

має розв’язок;
б) довiльнi два розв’язки системи конгруентнi за модулем iдеалу I X J ;
в) R{pI X Jq – pR{Iq ˆ pR{Jq.
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