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Life is a fractal in Hilbert space.

— Rudy Rucker, Mind Tools



Вступ

В минулому математики концентрували увагу на множинах i функцiях,
до яких можуть бути застосованi методи класичних обчислень. Функцiї, якi
недостатньо гладкi чи регулярнi, часто iгнорувались як “патологiчнi” i не
вартi вивчення. Згодом, вiдношення до негладких функцiй (чи нерегуляр-
них множин) змiнилося, бо нерегулярнi функцiї (множини) забезпечують
значно краще представлення багатьох природних явищ, нiж те, що дають
об’єкти класичної геометрiї.

Фрактальна геометрiя пов’язана з вивченням таких нерегулярних мно-
жин. Можна провести аналогiю мiж об’єктами її дослiджень, фракталами,
i деякими класами дiйсних чисел. Вiдомо, що серед дiйсних чисел вирiзня-
ються цiлi, рацiональнi, iррацiональнi, алгебраїчнi, обчислювальнi. У мно-
жинi геометричних об’єктiв також можна видiлити деякi пiдкласи: тi, яки-
ми займається елементарна геометрiя, аналiтична геометрiя, диференцiй-
на геометрiя. Якщо геометричнi фiгури, котрими займається елементарна
геометрiя, порiвнювати з цiлими числами, тодi фрактали можна порiвняти
з обчислювальними числами (тими, для яких iснує алгоритм їх обчисле-
ння). Питання, чи є дане число обчислювальним, як правило, складне, i
так само складно сказати, чи є даний геометричний об’єкт фракталом (чи
iснує алгоритм його побудови).

За останнi 30 рокiв фрактали стали дуже популярними. Велику роль
у цьому зiграла книжка франко-американського математика Бенуа Ман-
дельброта “Фрактальна геометрiя природи” [11]. Що ж таке фрактал? До-
тепер немає його однозначного визначення, але ми можемо виокремити
кiлька рис, що притаманнi фрактальним множинам. Отже, фрактал - це
геометрична фiгура, яка:

(1) має нетривiальну структуру на всiх шкалах. В цьому вiдмiннiсть
вiд регулярних фiгур (таких як елiпс, коло, графiк гладкої функцiї): якщо
ми розглянемо невеликий фрагмент регулярної фiгури у дуже великому
масштабi, то вiн буде схожий на фрагмент прямої. Збiльшення масшта-
бу фрагменту фрактала не зумовлює спрощення його структури - на всiх
шкалах ми побачимо однаково складну картину.

(2) має деяку форму самоподiбностi, допускаючи наближену або стати-
стичну.

(3) може бути побудована дуже просто, наприклад за допомогою рекур-
сивної процедури.



6 Вступ

Багато природних об’єктiв мають фрактальнi властивостi, наприклад
береговi лiнiї, хмари, крони дерев, кровоносна система i система альвеол
людини або тварин.

Фрактали, особливо на площинi, популярнi завдяки поєднанню краси з
простотою побудови за допомогою комп’ютера.

Саме слово “фрактал” походить вiд латинського слова fractus, що озна-
чає подрiбнений, розiбраний. Об’єкти, якi тепер називаються фракталами,
дослiджувались задовго до того, як їм було дано таку назву. Багато при-
кладiв та iдей фрактальної геометрiї вiдомi вже впродовж столiття, деякi
з них ми розглянемо у цьому посiбнику.

Посiбник мiстить методичнi вказiвки до спецiального курсу “Геометрiя
фрактальних множин”. У першому роздiлi розглядаються класичнi при-
клади фракталiв та дослiджуються їх властивостi. Другий роздiл мiстить
необхiднi поняття та факти метричної топологiї. У третьому - вводиться
поняття мiри та вимiру Гаусдорфа, розглядаються способи їх обчислення.
Четвертий роздiл присвячений важливому поняттю самоподiбностi мно-
жин. Розглядається поняття системи iтерованих вiдображень, умова вiд-
критої множини для такої системи, вводиться поняття вимiру подiбностi та
вивчається його зв’язок з вимiром Гаусдорфа. У п’ятому роздiлi здiйснено
огляд фрактальних вимiрiв вiдмiнних вiд вимiру Гаусдорфа. Останнiй роз-
дiл присвячено рiзним варiацiям фрактальних множин, що зустрiчалися
ранiше. Тут розглянуто iнварiантнi множини для системи iтерованих вiд-
ображень, складнiших, нiж просто гомотетiї; розглянуто неперервнi фун-
кцiї, графiки яких мають дробовий вимiр, а також деякi приклади з теорiї
чисел. У додатку зроблено огляд основних алгоритмiв побудови фракта-
лiв на площинi, описаних у термiнах системи iтерованих вiдображень. На
початку кожного роздiлу вказано лiтературу, що використовувалась при
написаннi i яка може бути рекомендована читечавi для детальнiшого озна-
йомлення з предметом. Посiбник має здебiльшого оглядовий характер. За
рiдким винятком, твердження та теореми наводяться без доведень з тiєї
простої причини, що доведення їх, як правило, нескладнi i можуть бути
вправами для студентiв старших курсiв.
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